AZ ELLIPSZIS

MEROLEGES AFFINITAS, AZ ELLIPSZIS SZARMAZTATASA
ES EGYENLETE
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Adott a meréleges affinitis tengelye és az affinitds ardnya: a) 2 = —;?;
b) A= —2; ¢) Zm%; d) 2= ——%. Szerkesszilk meg néhany pont-

nak az affin képét.

Bizonyitsuk be, hogy a mer8leges affinitasnak a koévetkezd tulajdonsigai

vannak.

e) Egyenes, félegyenes és szakasz affin képe rendre egyenes, félegyenes
és szakasz.

b) A tengellyel parhuzamos egyenes affin képe a tengellyel paArhuzamos
egyenes.

¢) A tengellyel nem parhuzamos ¢ egyenes affin képe olyan egyenes,
amely az ¢ egyenest a tengelyen metszi.

d) Péirhuzamos egyenesek atfin képei pairhuzamos egyenesek.

¢) Kozéppontosan szimmetrikus alakzat affin képe is kozéppontosan
szimmetrikus alakzat.

Adott a merdleges affinitds tengelye és egy megfeleld pontpirja, 4 és 4.

(Sem az 4, sem az 4’ nem illeszkedik az affinitis tengelyére.) Szerkessziik

meg

«) adott hiromszig;

b) adott négyzet;

¢) adott négyszdg;

d) adott szabalyos hatszog;

e) adott egyenes

affin képét.

Legyen a meréleges affinitds tengelye az o tengely és az affinitds ardnya

a) %; b) ——%. Irjuk fel a 2z+y—8 == 0 egyenes affin képének az

egyenletét.

Legyen a mer&leges affinitds tengelye az x tengely. A 3z+4y—9 =0
egyenes affin képe a 4r—y—12 = 0 egyenes. Szamitsuk ki az affinitds
ardny4it.

Szerkesszitk meg az ellipszis néhany pontjat, ha a fékore és a kiskore:
a) x?t-y? = 49, a’ty®=16;

b} x*+y? =25, a*y:=09.

A meréleges affinitds tengelye az z tengely.

Az a®+y® = 25 kdr mindegyik pontjdnak ordinitdjat él'észére BEULO-

ritjuk, illetve 2-szeresére nyujtjuk. Irjuk fel az igy kapott ellipszisek f6-
korének és kiskorének az egyenletét.

a) Adott a sikban két pont: F,(~5; 0}, Fy(5; 0). Milyen dsszefiiggés
4ll fenn az adott sik olyan P pontjainak a koordindtai kozott, amelyekre

PF +-PF, = 12.



957.

958,

959,

960.
961.

962,

b) Adott a sikban két pont: F (—c¢; 0), F(c; 0). Bizonyitsuk be, hogy
azoknak a pontoknak a koordindtdi, amelyek az adott sikra illeszked-
nek, és az ¥, és F, pontoktdl mért tavolsigainak Osszege 2a (2a=>2c),
kielégitik az

mz y2

AT
egyenletet, ahol 52 = a*—¢*.

Igazoljuk, hogy megforditva, ha valamelyik pont koordinatii ki-

elégitik a felirt egyenletet, akkor erre a pontra teljesill az a feltétel is,
hogy az F, és F, pontoktd]l mért tdvolsigainak az dsszege 2a.

Az x—z—g—%—z— =1 egyenletrs]l megallapitottuk, hogy olyan ellipszisnek
a
az egyenlete, amelyet az a sugard f6ksrbdl 2 ardnyd meréleges affinitas-
a

sal szérmaztathatunk.
A megoldott feladat alapjin definidljuk az ellipszist. (Az adott Fy és I,
pontokat az ellipszis fékuszainak nevezziik.)

Az ellipszis a sikot két tartomdnyra bontja. A kozéppontot (a fékuszokat)

tartalmazé tartomanyt nevezzitk bels§ tartominynak, a koézéppontot
(a fokuszokat) nem tartalmazd fartomdnyt nevezzitk killsé tartomany-
nak. Bizonyitsuk be, hogy a bels6 tartomany P pontjaira
PP +PF, = 2a,
a kiils6 tartomany P pontjaira
PF +PF, > 2a,
ahol F, és F, az ellipszis fokuszal és 2¢ a nagytengelye.
Trjuk fel az ellipszis kozépponti egyenletét, ha
a) anagytengelye 20 cm, a kistengelye 12 em;
b} akistengelye 14 cm, a fékuszok tavolsiga 12 em;
¢) nagyvtengelye 16 cm, a fékuszok tivolsiga 10 cm.
Mindegvik esetben szerkessziitk meg az ellipszis néhdny pontjat.
Egy rombusz oldala, 5 egység, magassiga 4,8 egység. Két szemkozti
estesdn olyan ellipszis halad at, amelynek a fékuszai a rombusz mésik
két csticsiban vannak. Trjuk fel az ellipszis egyenletét, ha 4tléi a tenge-
Ivekre illeszkednek.
Irjuk fel annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek fékuszai F,{0; c)
és Fo(0; ~c), az x tengelyt pedig az A(—a; 0), B(e; 0) pontokban metszi.
Szamitsuk ki az ellipszis nagy- és kistengelyét, f6kuszainak a koordina-
tdit, ha az egyenlete:
mz yz mZ y2
) —F = 1; b)) —3-F— == 1;
/ 169+144 / 9+12
¢) 32452 =15; d) Ly =4; e) 42242y = 9.
Szerkessziik meg az ellipszis néhdny pontjit.
Trjuk fel az ellipszis egyenletét, ha
@) a nagvtengelye 26 egység, fékuszai a (—10; 0) és (14; 0) pontok;
b) a kdzéppontja a (—3; 4) pont, a nagytengelye 10 egység, kistengelye
8 egység, és a nagytengelye pirhuzamos az = tengellyel;
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¢) a kdzéppontja a (4; —5) pont, a nagytengelye 8 egység, cgyik fékusza
az (1; —b) pont;

d) a tengelyei parhuzamosak a koordinitatengelyckkel, az z tengelyt
a(7;0), az y tengelyt a (0; 4) pontban érinti.

Hatarozzuk meg az aldbbi egyenletekkel adott ellipszisek kozéppontjanak

¢és fokuszainak a koordindtait:

—3)2 3
o) LR 1 1) e paetonte =o;
¢) a4 2yF—2x—4y = 1; d) 422+ 5y% 162 —20y+31 = 0;
e) @*+2y*—100412y+43 = 0.

2 2 1

Szamitsuk ki az %-{-%m 1 ellipszis 0, iE’ 1, +2 abszeisszdji
pontjainak az ordinitdjit.
Az :C—;—+%2: = 1 ellipszis fékuszdn keresztiil hitrt fektetiink, amely merg-

&
leges a nagytengelyre. Szamitsuk ki a hir hosszét.
Hatérozzuk meg a 4a®4-5y* = 120 ellipszisnek azt a pontjit, amely
a kistengelyétdl 5 egység tdvolsigra van.
Az ellipszis tengelyei 10 és 6 cm hossziiak. Mekkora széget zirnak be a
3 cm-es abszeisszdji ponthoz vezetd rddiuszvektorok? (Az ellipszis egy

pontjit a fokuszokkal bsszekotd szakaszokat a ponthoz tartozé radiusz-
vektoroknak nevezziik.)

Ailapitsuk meg a (8; 2h (—4; 3); [2; —%VEJ pontok helyzetét az

9“2+£— 1 ellipszisre vonatkozéla,
64 36 &

Mi az egyenlete annak az ellipszisnek, amelynek nagytengelye az x ten-

gelyre, kistengelye pedig az y tengelyre illeszkedik, tovabbd

a) nagytengelyének a hossza 12 cm, és az ellipszis 4thalad a (3; 4)
ponton;

b) kistengelyének hossza 6 cm, és az ellipszis 4thalad a (—4; 1) ponton;

4133

¢) fékusztavolsiga » ¢és az ellipszis Athalad a (2; 1) ponton;

d) athalad a (4; 3) és (6; 2) pontokon;
e) édthalad az [1;2] és [——%; %/E] pontokon;

/) éthalada (V3; —2) és (—2¥/3; 1) pontokon?

Szdmitsuk ki a 32248y% = 120 ellipszis 2 = 4 abszcisszdji pontjdhoz

vezetd rédiuszvektorok hajlissziigét és hossuisigat.

A mozgd pont helyét a derékszégli koordinata-rendszerben az
xe=4cos 2 &5 y = 3sin 2

koordindtak adjik meg, ahol ¢ az id8. Milyen vonalat ir le 2 pont?

Az i:—]—%m 1 ellipszis tengelyel 4ltal meghatdrozott pozitiv sik-
at ' Be



negyedben hatérozzuk meg az ellipszisnek azt a pontjdt, amely a har-
madik negyedben fekvd tengelyvégpontokkal egyiitt legnagyobb terii-
letfi hdromszdget hatiroz meg.

METSZESI FELADATOK

973. Hol metszi
x? y? _
a) az y = 2z egyenes az —;—l——é—- =1 ellipsaist;
x? oyt o
b) a 2x—y—9 =0 egyenes az §E+¥§= 1 ellipszist;
¢) a Tw43y = 26 egyenes a Tx?421y? = 364 ellipszist;
d) a 3x—4y—40 = 0 egyenes a 92216y = 144 ellipszist?
974. Milyen hosszd hirt vig ki
2 2
@) az y = mx egyenesbél az %4_?%: 1 ellipszis;
a
T
b) az E««}WE:: 1 egyenesbdl az i—l—lx 1 ellipszis?
a b a® b2

975. Milyen hosszti az 5224 9y% = 161 ellipszisnek az x4y = 7 egyenesre
lleszkedd hiurja?

2 2 .

976. Az %—i—% = 1 ellipszisbe olyan szabalyos hdromszoget irunk, amelynek
egyik csticsa a nagytengely jobb oldali végpontja; ezzel szemkdzti oldala
pedig merdleges a nagytengelyre. Szdmitsuk ki a hiromszig mdsik két
cstesanak-a koordinatait,

977. Milyen hosszi az 224 2y% = 34 ellipszis 4 abszeisszdjd pontjan dthalads
4tmérs? (Az ellipszis kozéppontjin dthaladd hart az ellipszis dtmérdjének
mondjuk.}

978. Keressiik meg az ellipszis mindkét tengelyén azokat a pontokat, ame-
lyekb8l mint kozéppontokbdl korsket rajzolva, azok dthaladnak az

2 2
-i%a—l—i = 1 ellipszis és a 3x—10y+60 = 0 egyenes metszéspontjin.
x? e e . .

979. Rajzoljunk az ﬁw}-% = 1 ellipszis kdzéppontja koriil 15 egység sugdr-
ral kort. Hizzuk meg a kirnek azt a sugardt, amelynek irdnyszisge 30°.
Szadmitsuk ki a sugdr azon részének a hosszlsdgdt, amely a kir és az
ellipszis kizé esik.

980. Milyen hosszt a kozépponti helyzetii ellipszisnek az az 4tméréje, amely
a koordindtatengelyek valamelyik szdgfelezGjére illeszkedik ?

981. Szémitsuk ki a kozépponti helyzetl ellipszis egyik fékuszdn és a kis-
tengely végpontjin dthaladé hir hosszat.

2 2
982. Szamitsuk ki az »;%»{—% =1 ellipszis és az y = x4 egyenes metszés-

pontjdnak a koordindtdit. I milyen értéke mellett van 2, 1, 0 megoldds?

i1l
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2 2
Mekkora az i‘,—!—%: 1 ellipszisbe irt négyzet oldala?
a? b2

(Ellipszisbe irt iégyzeten, altaliban sokszogién olyan négyzetet, sok-
szoget értiink, amelynek estcsai az ellipszisre illeszkednek.)

I :
. Az %—5—3—4 =1 ellipszisbe olyan téglalapot irunk, amelynek teriilete

a kistengely négyzete. Szdmitsuk ki a csiiesok koordindtait.

- Hatdrozzuk meg a 92°416y® = 144 ellipszisnek azokat a pontjait, ame-

lvekhez vezets egyik radiuszvektor hossza 5 egység.

. Adjuk meg az L—F—E—H = 1 ellipszisnek azokat a pontjait, amelyek

100 36
a jobb oldali fékusztdl négyszer akkora® tivolsdgra vannak, mint a bal
oldali fékusztol.
Hatdrozzuk meg a kozépponti helyzelid ellipszisnek azokat a pontjait,
amelyek a kozépponttol és az egyik fékusztél egyenld tivolsdgra vannak.
Hatdrozzuk meg az 22--6y* = 2 ellipszis olyan dtmérSinek az egyenle-
tét, amelyeknek a hossza 2 egység.
Hatdrozzuk meg a kozépponti helyzetli ellipszisnek azokat a pontjait,
amelyekhez vezetl rddiuszvektorok szorzata a kistengely felének a
négyzetével egyenlé.

2 2

Hatérozzuk meg az %«}—% =1 ellipszis olyan hirjénak az egyenletét,

amely 4thalad a P(1; 1) ponton, és amelyet a P pont felez.

Hatarozzuk meg a kézépponti helyzetli ellipszisnek azokat a pontjait,
amelyekhez vezetd rddiuszvektorok merSlegesek egymasra. Hény meg-
oldés van?

Szamitsuk ki az 224952 = 45 és az 24 9y*— 62 = 27 ellipszisek met-
széspontjait,

Két ellipszis kozéppontja egybeesik a koordinita-rendszer kezddpontji-
val; az egyiknek a nagytengelye az x tengelyre, a mésiké az y tengelyre
illeszkedik. Az z tengelyre illeszkedd fél nagytengely o, = 8, az y ten-
gelyre illeszkedS fél nagytengely @, = 6. A hozzéjuk tartozé fél kis-
tengelyek b; = 4 és b, = 3. Szdmitsuk ki az ellipszisek metszéspontjait.
Bizonyitsuk be, hogy az ellipszisben barmelyik két egymésra meréleges
4tmérd hossza reciprok értékeinek a négyzetdsszege ugyanakkora.

2 2
Hatarozzuk meg az %—'r%: 1 ellipszis mindegyik negyedében azt a
@
pontot, amelynek ordindtéja félakkora, mint az illetd pontnak a kis-
tengelynek hozza kozelebb esd végpontjatél mért tdvolsiga.
Hatérozzuk meg azt a legnagyobb sugard kért, amelynek a kozéppontija
az ellipszis kistengelyének egyik végpontja, és még van kozos pontja
az ellipszissel.

2 2
Adott az %—;—% =1 ellipszis. Trjunk bele olyan hiromszogeket, ame-

a
lyeknek egyik csiesa a kistengely végpontja, a szemkozti oldal pedig
pirhuzamos a nagytengellyel. Melyik koziilik a legnagyobb teriiletii?
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1Y 1 ellipszis
032

Vizsgaljuk meg a 4x—5y—40 = 0 egyenes és az

viszonylagos helyzetét.
Mi a szitkséges ¢s clégséges feltétele annak, hogy az Ax+By-4-C =0
2 o2
egyenes érintse %wh%z 1 ecllipszist. (Azt az egyenest, amelynek csak
47 )
egy kiizos pontja van az ellipszissel, és az cllipszis sikjiban van, az ellip-
szis érintdjének mondjuk.)

2 2
Igazoljuk, hogy az z?+4-y® = «® kir és az xa—i—;‘j—z = | ellipszis kizis
a
abszeisszdji péntjaiban hizott érint6k az 2 tengelyen metszik cgymist.
mz

2
Tgazoljuk, hogy az —|——‘g—2—=:1 ellipszis (z,; w,) pontjdhoz hizhaté

at

o > Yy . x? y? .

érinté coyenlete ——+ 1% — 1, Trjuk fel az 42 =1 ellipszis (2; —3
gy TR ] TRET) pszis ( )

pontjdban az ellipszishez hizhaté érint6 egyenletét.

2 2
Trjuk fel az 3})4—%: 1 ellipszis ® = +c¢ abszeisszaji pontjaiban az
@l
ellipszishez hizhatd érinték egyenletét. Hatdrozzuk meg az érintdk
altal meghatdrozott négyszog keriiletét és teriiletét.

2 2
Az ;‘—5+~%—— = 1 ellipszis jobb oldali fékuszdban megrajzoljuk a pozitiv

ordinitdt, és ennek végpontjaban az ellipszishez érintét szerkesztiink.
Mekkora az érinté és a tengelyek éltal bezart hiromszog teriilete?

a2 2

Az %-{-%: 1 ellipszis (z,; y;) pontjiban meré&legest rajzolunk ebben
7

a pontban az ellipszishez hizott érintére. Mely pontokban metszi az igy

kapott egyenes a koordinatatengelyeket?

Hatdrozzuk meg az a?+44y? == 20 ellipszis olyan érintéinek az egyen-
letét, amelyek parhuzamosak az y = —2 egyenessel.

- 2 2
Irjuk fel az 5c——l——‘?i- = 1 ellipszis olyan érintdinek az egyenletét, ame-

Iyek merflegesek & 13x412y—115 = 0 egyenesre.
Hatérozzuk meg annak a négyzetnek esicsait, amelyeknek az 4tloi
a koordindta-rendszer tengelyein vannak, és az oldalai érintik a da®4-
4-9y? == 36 ellipszist. Mekkora az érintési pontok 4ltal meghatirozott
négyszig teriilete?
2 2
Hatirozzuk meg az %—{—% =z 1 cllipszisnek azokat a pontjait, amelyek-
@
hez huzott érintSknek legrévidebb a koordindtatengelyek kozé esd
darabja.

8 Geometrini feladatok IT, — 10137/IL 113
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frjuk fel annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek a tengelyei a

koordindta-rendszer tengelyeire illeszkednek, és &thalad az |1 %;

—V3; —V—;} pontokon. Hatérozzuk meg a (4; 4) pontbél az ellipszis-
hez htizhatd érinték egyenletdt.

friuk fel a [%, 1511-} pontbdl a 4x%49y? == 36 ellipszishez hizott érintSk
egyenletét.
A (10; —8) pontbdl érintéket rajzolunk az —gg—l—%g =1 ellipszishez.
Hatdrozzuk meg az érintési pontok 4ltal meghatérozott hir egyenletét.
A (0; a) ponthdl] érintfket hizunk az %:—f—%g: 1 ellipszishez (o = b).

Szémitsuk ki az érintdszakaszok hosszat.

Szémitsuk ki annak a négyszognek a teriiletét, amelyet a b2%2+a?y? ==
= a®b® ellipszisen kiviil fekvé (p; ¢) pont, e ponthél az ellipszishez hiizhaté
érinték érintési pontjai és az origd hatdroznak meg, )

frjuk fel annak a kozépponti helyzetii ellipszisnek az egyenletét, amely

dthalad a |3; %2- ponton, és érinti & 4x45y = 25 egyenest.

frjuk fel annak az ellipszisnek egyenletét, amelynek a fékuszai a {(—3; 0)
és a (3; 0) pontok, és érinti az a—y--5 == 0 egyenest.

rjuk fel annak a kozépponti helyzetl ellipszisnek az egyenletét, amely
érinti a 4245y = 25 és a 92420y = T5 egyeneseket.

Hatérozzuk meg annak az ellipszisnek az egyenletét, amelynek a fékuszai
az x®+y* = r? kor (—r; 0) és (r; 0) pontjaiban vannak, és a kort 30%-os
szogben metszi.

Hatdrozzuk meg a 162%426y2 == 400 ellipszis és az 22+y% = 20 kor
kozds érintdinek az egyenletét.

Irjuk fel a 82248y% = 45 ellipszis olyan érintSinek az egyenletét, ame-
lyek a kézépponttol 3 egység tdvolsigra vannak.

Hatérozzuk meg a da®4-5y° = 20 és az 52°+4y? = 20 ellipszisek kozos
érint6inek az egyenletét.

Bizonyitsuk be, hogy az ellipszis P pontjahoz tartozé érinté a ponthos
vezetd radiuszvektorok egyenesével egyenld szogeket zar be.

Feltételezve azt, hogy egy tiikrozd felilet keresztmetszete ellipszis,
igazoljuk, hogy az ellipszis egyik fokuszdbél kiindulé fénysugarak egy-
szerl visszaver8dés utdn a masik fékuszon haladnak at.

Jeldljiik az ellipszis nagytengelyén elhelyezkedd tengelypontokat A-val
és B-vel, a hozzdjuk tartozé érintéket rendre e,-gyel és e,-vel. Ezutdn
jeléljink ki az ellipszisen egy tetsz8leges, de A-tdl és B-t6l kiilonbozd
P pontot, és rajzoljuk meg a P ponthoz tartozé e érintét is. Az ¢ és e,
metszéspontjat jelsljilk d;-gyel, az e és e, metszéspontjit jeloljik B,-gyel.
Bizonyitsuk be, hogy ’

@) az A,B, szakasz a fékuszokbdl derékszog alatt latszik;
b) az AA,.-BB, szorzat allandé.
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Bizonyitsuk be, hogy ha az ellipszis egyik fékuszit az ellipszis érintfire
titkrozzitk, akkor a tiikorképek a mésik fékusz kériil a nagytengellyel,
mint sugérral irt korre illeszkednek. (Az ellipszis egyik fékusza koriil
a nagytengellyel mint sugarral irt kort az ellipszis vezérkorének nevezziik.)
Bizonyitsuk be, hogy ha az ellipszis egyik f6kuszibdl az ellipszis érintdire
mer8legeseket allitunk, akkor a merdlegesek talppontjai az ellipszis 16-
korére illeszkednek.

Bizonyitsuk be, hogy a fokuszoknak az ellipszis érint6jét6l mért tévol-
sdgainak szorzata nem fiigg az érint megvilasztisatdl,

Jeloljiilk az ellipszis kozéppontjat O-val, a nagytengelyen elhelyezkeds
ellipszispontokat 4-val és B-vel. Az ellipszis A-t6] kiilsnbsz8 P pontjdhoz
tartozé érintdje az 4 pontjaihoz tartozd érint6jét a ¢ ponthan metszi.
Bizonyitsuk be, hogy BP[|06).

SZERKESZTESI FELADATOK

1028.

1029,

1030.

1031.

g*

Adott az ellipszis nagytengelyének és a kistengelyének a hossza. Szer-
kessziik meg az ellipszis egyik pontjit és ehhez a ponthoz tartozd érin-
t§jét.

Adott az ellipszis nagytengelyének és a kistengelyének a hossza. Szer-
kessziilk meg az ellipszis néhiny pontjat. Az ellipszis sikjdban felvett
kiilsd pontbdl szerkessziink az ellipszishez érintét.

Adott az ellipszis nagytengelyének és a kistengelyének a hossza és az
ellipszis sikjdban egy e egyenes. Szerkessziik meg az ellipszis és az egyenes
metszéspontjait.

Az ellipszist ismertnek tekintjitk, ha ismerjitk nagytengelyének a hosszit
és o fékuszainak a tdvolsigit. Ezt szem el8tt tartva, szerkessziink
ellipszist, ha adot

a) a nagytengelyének és a kistengelyének a hossza;
b} a kistengelyének a hossza és a fokuszainak a tdvolsiga;
¢) a két fokusza és egy pontja;
d) az egyik fékusza, két pontja és a nagytengelyének a hossza;
e) a két fokusza és az egyik érintéje;
f) az egyik fékusza, az egyik érintédje és a kozéppontja;
g) az egyik fékusza, két érintdje és a nagytengelyének az irdnya;
h) az egyik fékusza, két érintéje és a nagytengelyének a hossza;
i) az egyik fékusza, az egyik érint6je és a nagytengelyének egyik vég-
pontja;
i) a nagytengelyének helyzete és hossza, valamint az egyik érintéje;
k) az egyik t6kusza, az egyik érintdje az érintési ponttal és a fékuszainak
a tavolsaga;
1) az egyik fokusza, az egyik érint8je az érintési ponttal és a nagy-
tengelyének az iranya;
m) az egyik fékusza, két érintdje és az egyiken az érintési pont;
n) az egyik fokusza, az egyik érintdje, a nagytengelyének a hossza és a
fékuszainak tdvolsdga;
0) az egyik fokusza, az egyik érintSje, egyik pontja és a nagytengelyének
a hossza;
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1032.

p) az egyik fékusza, az egyik érintéje az érintési ponttal és a nagy-
tengelyénelk a hossza;

r) az egyik fékusza, az egyik pontja, az egyik érintéje az érintési ponttal;

s) az egyik fékusza, az egyik pontja és a kistengelyének az egyik vég-
pontja;

t) anagytengelyénele két végpontja és egy pontja;

u) két érintdje, a kozéppontja és a nagytengelyének a hossza;

v) az egyik fékusza és hdrom érintdje.

Szerkesszlink adott ellipszis koré olyan egyenlé oldali haromszoget,

amelynek egyik csicsa a kistengely egyenesére illeszkedik.

A HIPERBOLA

A HIPERBOLA EGYENLETE

1033.

1034.

1035.

1036.

1037.

116

Hol helyezkednek el azok a P pontok a sikban, amelyekre
|PF,—PF,|= 86,

ahol F,(—3; —3) és F,(3; 3). Szerkessziink néhany, a feltételnek meg-
felelé pontot.
Hatirozzuk meg, hogy @) az ay = 18; b) a 2xy—9 = 0 hiperbola mely
pontjai vannak legkdzelebb az orighoz? Irjuk fel a hiperbola valds
és képzetes tengelyegyenesének az egyenletét.
frjuk fel a) az zy = 2; &) az ay = 4 hiperbola egyenletét abban a
koordinata-rendszerben, amelynek az z tengelye a hiperbola valds
tengelyegyenese,
Adott egy sik és a sikban két pont: F,(—5; 0), Fy(5; 0). Bizonyitsuk
be, hogy azoknak az adott sikra illeszkedS P pontoknak a koordindtii,
amelyekre

(*) |PF,—PF,|j=8,
kielégitik az

(%) 2y 1
16 9

egyenletet. Bizonyitsuk be, hogy megforditva, azok a pontok, ame-
lyeknek koordinitdi kielégitik a (¥*) egyenletet, cleget tesznek a (*)
feltételnek is,
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola kozépponti egyenlete:

2yt

a® b*
(A 2 hossziisdgt szakaszt, amely a valds tengelyegvenesen elhelyezkedd
két hiperbolapontot koti Ossze, valds tengelyszakasznak vagy valos
tengelvnek nevezziik. Jelsljiik a fokuszokat sszekots szakasz hosszat
2c-vel. Ekkor 82 == ¢—a® A 2b hosszisdgh szakaszt, amely a fokuszok
tdvolsirit merdlegesen felezd egyenesnek, aképzetes tengelyegyenesnek a



1038.

1039.

1040.

1041.

1042.

1043.

kézéppontra szimmetrikus szakasza, képzetes tengelyszakasznak vagy
képzetes tengelynek nevezziik.)

frjuk fel a hiperbola kizépponti egyenletét, ha

a) avalés tengelye 8 cm, arképzetes tengelye 6 cm;

b) avalds tengelye 12 cm, a fékuszok tavolsdga 14 em;

¢) aképzetes tengelye 8 cm, a fékuszok tdvolsiga 12 cm.

Szerkesszilk meg a hiperbola néhdny pontjit. (A valés tengely legyen
az x tengely, a képzetes tengelyegyenes az y tengely.)

Szdmitsuk ki a hiperbola valés és képzetes tengelyének a hosszisigit
és a fokuszok tdvolsigit, ha az egyenlete:

wz y2
a) ——==1;
/ 4 9

1132
b) —wdy? = 1;
)9 y

¢) 36x%—64y® = 2304;
d) 4x*—8y® = 32;
e) w?—dy® = 144,

Szerkessziik meg a hiperbola néhiny pontjat. - .
A hiperbola a sikot két tartoményra osztja. A fékuszokat tartalmazo
tartoméanyt belsd, a fékuszokat nem tartalmazé tartominyt kitlsd
tartoméanynak nevezziik. Igazoljuk, hogy ha a hiperbola fékuszai Iy és F,
és a valds tengelye 2a, akkor a bels§ tartomény P pontjaira

[PF,—PF,| > 2a,
és a kiils§ tartomany P pontjaira

|PF—PF,| <= 2a.
Hatédrozzuk meg, hogy a (2; 4); (5; 8); (—6; 1) pontok a 3622—9y? == 324
hiperboldhoz viszonyitva hol helyezkednek el.
Mi az egyenlete annak a hiperbolanak, amelynek a valds tengelyegyenese
az x tengely, a képzetes tengelyegyenese az y tengely, tovibba

a) a valds tengelye 6 #gység és a hiperbola athalad az (5; 8) ponton;
b) a fékuszainak a tdvolsiga 10 egység és a hiperbola 4thalad az

9
5; ——1 ponton;

¢} a képzetes tengelye 8 egység, és a hiperbola dthalad a (—6; 4) ponton;
d) a hiperbola 4thalad a (6; —1) és a (—8; 22} pontokon.
Hatérozzuk meg annak a hiperbolanak az egyenletét
a) amelynek a kozéppontja a (—4; —3) pont, a valds tengelye 12,
a képzetes tengelye 8 egység, és a valés tengelye pirhuzamos az x
tengellyel;
b) amelynek a valés tengelye 24 egység, a fékuszai
Fi(—10; 2); Fu(16; 2);
¢) amelynek a képzetes tengelye 10 egység, a fékuszai
Fil4; 4); F,(—8; 4).
Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletekkel adott hiperboldk kézéppontji-
nak és a fékuszainak koordinatait:
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1644.

1045.

1046.
1047,

o) EF =12 _

=1;
4 8
2 2
3] [
b) T 1 =1;
4

¢) 162%—9y®—64x—54y—161 = 0;
d) 5a?—dy®—20z—24y—36 = 0.

2 2
A hiperbola fékuszai egybeesnek az gg+% =1 ellipszis fékuszaival.

Trjuk fel a hiperbola egyenletét, ha a valds tengelye 6 egység.
2

2
Szémitsuk ki az i——g&» = 1 hiperbola x — 10 abszcisszajii pontjihoz

25
tartozé radiuszvektorok hosszat és hajlisszégét.
Hatdrozzuk meg a (4; 6) ponton 4thalads, és az a2—y* = 8 hiperbold-
val kozos fokuszi ellipszis egyenletét.
frjuk fel annak a hiperbolanak az egyenletét, amelynek a fokusza azonos
az z®—y* = 8 hiperbolaéval, és athalad a (—5; 3} ponton.

METSZESI FELADATOK

1048,

1049,

1050.

1051.

1052,

1053.

1i8

Hatarozzuk meg
2

2 .
a) a 2x—y—10=0 egyenes és az %—%:1 hiperbola kozbs pontjai-

nak a szdmit;
, x? gyt . o
b} a 4x—3y—16 = 0 egyenes és az o5 16 == 1 hiperbola kozts pont-

jainak a szdmat.
2 2

Hatérozzuk meg az f—ﬁ—% =1 hiperbola és az y = %m--z egyenes

kozds pontjainak a szdmat. Mekkora az egyenesnek a két hiperboladg
kozé esd szakasza?

Szerkesszitk meg az 22—4y® = 4 hiperboldnak a P(3; —1) ponton &t-
haladé olyan hiarjit, amelyet a P pont megfelez.
2 2
Milyen hosszi hirt vig ki az % —§—2= 1 hiperbola az z—2y—1 =10
a

egyenesbdl?
2 2
Az —E——%: 1 hiperbola valdés tengelyével parhuzamost huzunk téle

d tévolsdgban. Mekkora szakaszt vig ki a hiperbola az egyenesbsl?

5 g2
fo. . a® g . ‘
Szamitsuk ki az —-«-;»—-ﬁx: 1 hiperbola és az y = mx egyenes metszés-
a

pontjanak koordindtait.



1054.

1055,

1056.

1057.

1058,

1059.

1060.

1061.

1062.

1063.

2 2
Keressiik meg az E—u%: 1 hiperbolanak azt a pontjit, amelyet a

v(1; 1) irdnyvektord szakasz kot dssze a kezd&ponttal.
2 2
Milyen hosszi az %—%—m 1 hiperbolinak az a hurjs;, amely az egyik

fékuszén és a képzetes tengely egyik végpontjdn 4thaladé egyenesre
illeszkedik ?
A 9z2—16y% = 576 hiperbola az origén é4thaladd valamelyik egyenes-
b8l 20 egység hossztsdgn szakaszb vag ki. Hatdrozzuk meg az egyenes
egyik irdnyvektorat.
Szamitsuk ki az a2+ 32 = 25 kir és a 9x?—4y? == 108 hiperbola metszés-
pontjai dltal meghatarozott négyszog teriiletét.

2 g2

Hatérozzuk meg az 1—-1@-% = 1 hiperbolinak azokat a pontjait, ame-

Iyek a bal oldali fékusztdél 7 egység tdvolsdgra vannak.
.3 2
Hatdrozzuk meg az f_ﬁﬁ%: 1 hiperbolanak azt a pontjat,
a) amelyhez tartozé radiuszvektorok egymadsra merélegesek;
&) amely a bal oldali fékusztdl kétszer akkora tavolsdgra van, mint
a jobb oldalitél.
Egy hiperbola egyenlete 922—16y% == 144. Az 2*}y*=1r® kor tugy
metszi a hiperbolat, hogy a metszéspontok dltal meghatarozott téglalap
teriilete egvenld azon téglalap teriiletének a négyszeresével, amelynek
oldalai a hiperbola tengelyei. Mekkora a kor sugara?
Egy téglalap csdesal a 9x%—16y? = 144 hiperbolara illeszkednek. Szd-
mitsuk ki a téglalap cstGesainak a koordindtdit, ha a teriilete a valds
tengellyel szerkesztett négyzet teriiletével egyenlt.
2 2
Hatérozzuk meg az SN Jhiperbolanak azt a pontjat, amely-
225 400
hez tartozd radiuszvektorok dsszege 130 egység.
Egy hangforrds helyét akarjak meghatarozni. Ezért hirom megfigyelS
(4, B és C) egy egyenesen ugy helyezkedik el, hogy a koordindtaik:
A(0; 0), B(4; 0) és C(6; 0). (A tivolsdg egységét km-ben adtdk meg.)
A B figyeléhtz a hangforrisbél 3 mésodperccel késSbb érkezik meg
ugyanaz a hang, mint a C figyel6hoz. Az 4 figyel8 9 masodperccel késébb

hallja ugyvanazt a hangot, mint a B. A hang terjedési sebessége Py km/s.

Hatarozzuk meg a hangforras helyét.

A HIPERBOLA ASZIMPTOTAI ES ERINTOJE

1064, frjuk fel a 422—9y? = 36 hiperbola aszimptotéinak az egyenletét.

1065.

; , a? oyt
Mekkora sziget zarnak be az ——

== 1 hiperbola aszimptotai?
9 5,76

1066. frjuk fel a kozépponti helyzetfi hiperbola egyenletét, ha aszimptotdinak

a hajlasszioge 120°,
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1067,
1068.

1069.

1070.

1671,

1072.

1073.

1074. Az

1675.

1076.

177.

1678.

1079.
1080.

1081.

120

Trjuk fel annak a hiperboldnak az egyenletét, amelynek aszimptotdi
a koordindtatengelyek, és dthalad a (—4; 2) ponton.
Igazoljuk, hogy a derékszdg( hiperbola felezi a fokuszainak az aszimpto-
taktol mért tavolsigit. (Derdkszoglinek mondjuk a hiperboldt akkor, ha
az aszimptotdi merdlegesek egymasra. A derékszogll hiperbola valds és
képzetes tengelye egyenld,
2
Szédmitsuk ki az %——b%- = 1 hiperbola egyik fékuszibdl az egyik aszimp-
a
totdra hlizott meréleges talppontjinak a kezddponttél mért tdvoledgit.
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola bérmely pontjénak az aszimptotiktél
mért tavolsdgai 0-t6l kiilonbozs 4llandd értéket adnak szorzatul.
2 2
Az %——% = 1 hiperbola P pontjin it Allitsunk merSleges egyenest az
a
« tengelyre. Bizonyitsuk be, hogy ennck nz cgyenesnek az aszimptotak
kozitti szakaszdt a P pont olyan két részre osztja, amelyeknek a mértani
kozepe b.
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola fékuszaibél az aszimptotdkra hizott
merélegesek talppontjai a hiperbola kézéppontija koré a valds féltengely-
lyel rajzolt kérén vannak.
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola egyik fékuszdnak az aszimptotékra
vonatkozé tikorképei a mdsik fokusz koré a valds tengellyel rajzolt
kéron vannak.
2 .2
f—g—iy—s = 1 hiperbolén keressilk meg azt a pontot, amely az egyik
aszimptotihoz haromszor kézelebb van, mint a masikhoz.
Bizonyitsuk be, hogy az aszimptotdkkal pirhuzamos egyenesek a hiper-
bolét egy pontbhan metszik.

Igazoljuk, hogy ha egy egyenes két pontban metszi a hiperbolat, akkor
ennck az egyenesnek az aszimptotdktsl a hiperboldig terjedd szakaszai
egyenldek.

Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola érint§jének az érintési pontja felezi

az érint6bol az aszimptotik dltal kivigott szakaszt.
) 2

2
Szerkesszitk meg az ay = a, illetve az %—% =1 hiperbola egyik pont-
a
iat (@, & adott szakaszok), exutdn szerkessziik meg az adott ponthoz
tartozo hiperbolaérintst.
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola érint&je és aszimptotai altal hatdrolt
hdromszog teriilete nem fligg az érinté megvalasztasitol.
Vizsgéljuk meg
@) az @®—4y? = 12 hiperbola és az x—y—~3 == 0 egyenes;
b) a 92°—16y* = 144 hiperbola és az z—2y+1 == 0 egyenes;
¢} a 16a%—25y% = 400 hiperbola és a Tx—5y = 0 egyenes viszonylagos
helyzetét.

m milyen értékei mellett lesz 2, 1, illetve 0 kézds pontja az y = %x—{—m

2 y2
egyenesnek és az 5 s 1 hiperboldnalk?



1082.

1083.

1084.

1085.
1086.
1087.

1088.

1089,
1090.

1991.

1092.

1093.
1094,
1095.
1096.

1097.

Mi a szitkséges és elégséges feltétele annak, hogy az Adz4-By+C =10
7 % ,
egyenes érintse az x_qm% = 1 hiperboldt? (Azt az egyenest, amelynek
a?
egy kozos pontja van a hiperboldval, és a hiperbola sikjaban van, a
hiperbola érintéjének mondjuk.)
2 2
Bizonvitsuk be, hogy az %—% = 1 hiperbola P(2;; ;) pontjihoz tar-
a? b
tozé érintd egyenlete S
a2 62
Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola érintSje felezi az érintési ponthoz
tartozé radiuszvektorok hajlasszégét. Hogyan alkalmazhatjuk ezt a tételt
a hiperbola adott pontjihoz tartozd érintd megszerkesztésére?
Feltételezve azb, hogv egy tiikrozd felillet keresztmetszete hiperbola,
igazoljuk, hogy az egyik [Okuss képzetes képe a hiperbola masik i6kusza.
f%'juk fol a 422—5y% = 20 hiperbola (5; —4) pontjdhoz tartozd érintd
egyenletét.
frjuk fel a hiperbola egyenletét, ha aszimptotdinak az egyenlete

Yy = i—;-m és egyik érintSjének az egyenlete Sx—6y—8 = 0.

Mi az egyenlete annak a hiperbolinak, amely az 2—y—2 = 0 egyenest
a P(4; 2) pontjaban érinti, és tengelyei a koordinitatengelyekre illesz-
kednek?

Irjuk fel a kdzépponti helyzetii hiperbola egyenletét, ha két érintSje:
Sx—6y—16 = 0; 132—10y—48 = 0.

frjuk fel a hiperbola egyenletét, ha fokuszai: F,(—c; 0); Fylc; 0), €s az
egyik érintfje y = mzxtn.

n
2

Hizzunk olyan érint6t az 1%—%2 = 1 hiperboldhoz, amely pérhuza-
mos az x--y—T = 0 egyenessel. Mi az érintd egyenlete!?
jmwfﬂaz%—gzlhmﬁMadwnémﬁ@&:mewmm%
amely meré’leges az y = —0,32 egyenesre.

" 2
friuk fel az %—% = 1 hiperbolahoz a (2; 0) pontbél rajzolhatd érinték

egyenletét.
A P(1; —10) pontbél érintdket rajzolunk a 42®—~y* = 32 hiperboldhoz.
Trjuk fel az érintési pontok &ltal meghatirozott hir egyenletét.

2 2
A (0; b) pontbdl érintéket hizunk az %—% = 1 hiperboléhoz. Mek-
27

kora az adott pont és az érintési pontok kozé es6 szakaszok hossza?
2

Huzzunk érintét az %—% = 1 hiperboldhoz, amely a kiozépponttol

és a jobb oldali fékusztdl egyenls tdvolsdgra van.

Hlessziink a 922—8y? = 72 hiperboldhoz olyan érint6t, amelynek az

egyik iranyvektora (1; ¥3).
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1098.

1099.
1100.
1101.
1102.

1103.

2 g2

Az %—% =1 hiperbola (x;; y,) pontjiban merélegest htizunk az ebben
@

a pontban a hiperboldhoz tartozé érintére. Mely pontokban metszi ez

az egyenes a koordinatatengelyeket? ‘

Milyen szdghen metszik egymdst a 9a2-|-25y% = 225 ellipszis és a 122%—

—4y?* = 225 hiperbola?

Igazoljuk, hogy a kézos fékuszi ellipszis és hiperbola derékszdgben

metszik egymast.

Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola egyik fékuszénak az érintékre vonatkozd

tiikdrképei a mésik fokusz koré a valés tengellyel rajzolt koron vannak.

Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola fékuszaibdl az érintékre htzott merd-

legesek talppontjai a hiperbola kozéppontja koré a valés féltengellyel

rajzolt kirtn vannak.

Bizonyitsuk be, hogy a hiperbola barmelyik érintéjének a fokuszoktol

mért tavolsdgainak szorzate nem fliigg az érint6 megvalasztasitol.

SZERKESZTESI FELADATOKX

1104.

122

A hiperboldt ismertnek tekintjiik, ha ismerjilk a valés tengelyét és a
f6kuszainak a tdvolsigat. Szerkessziink hiperboldt, ha adott

@) a valés és a képzetes tengelyének a hossza;
b) a képzetes tengelyének a hossza és a fokuszainak a tivolsaga;
¢) a két fékusza és egyik pontja;
d) az egyik fékusza, két pontja és a valés tengelyének a hossza;
e) a két fokusza és az egyik aszimptotaja;
f) az egyik fékusza és harom érintéje;
g) a két fékusza és az egyik érintéje;
k) az egyik fokusza, az egyik érintGje és az egyik tengelypontja;
i) az egyik fékusza, két érintSje s a valbs tengelyének az irdnya;
j) az egyik f6kusza, az egyik érintdje és & kozéppontja;
k) az egyik fékusza, az egyik érintSje az érintési ponttal és a valds
tengely egyenese;
1) az egyik fokusza és két érintbje, az egyiken az érintési ponttal ;
m) az egyik fékusza, az egyik érintéje, a valds tengelyének az irinya
és a valés tengelyének a hossza ;
n) az egyik fékusza, az egyik érint8je, a valés tengelyének a hossza
és az egyik pontja;
0} az egyik érint6je és a két tengelypontja;
p) az egyik érint8je, a kézéppontja, a valés tengelyének a hossza és a
fékuszok tdvolsiga;
7) avalds tengelyének a hossza és a két aszimptotaja;
5) az egyik fokusza, az egyik érintdje és az egyik aszimptotija;
t) az egyik tengelyponthoz tartozé érintSje, az egyik aszimptotija
és a valds tengelyének a hossza;
u) az egyik fékusza, a két aszimptotaja és a valts tengelyének a hossza;
v) az egyik fékusza, az egyik érintéje az érintési ponttal és a valés
tengelyének az irdnya;



1105.

1106.
1107.

1108.
1109.

z) az egyik aszimptotdja, a kozéppontja és két pontja;

z) a két aszimptotija és egyik pontja;

y) a két aszimptotdja és egyik érintdje.

Adott a hiperbola két fokusza, a valds tengelyének a hossza és a hiperbola

sikjdban az ¢ egyenes. Szerkessziik meg az e egyenes és a hiperbola metszés- -

pontjait,

Adott a hiperbola két fékusza, két tengelypontja és a sikjdban egy P pont.

Szerkessziink a P pontbdl a hiperboldhoz érintét.

Adott a hiperbola két fékusza és a valds tengelyének a hossza. Szer-

kessziik meg a hiperbola egyik P pontjit. Szerkessziik meg a hiperbola

P pontjihoz tartozd érintdjét.

Adott a hiperbola két aszimptotija és egyik érintdje. Szerkesszlik meg

a hiperbola fékuszait és az adott érintén az érintési pantot, )

Szerkessziik meg a hiperbola aszimptotait (aszimptotéjat), ha

a) adott a hiperbola kozéppontja, a valés tengelyegyenese és két pontja;

b) adott az egyik fokusza és két érintdje, amelyek koziil az egyik a
hiperbolat a tengelypontban érinti;

¢) adott az egyik aszimptotdja és hdrom pontja;

d) adott az egyik aszimptotdja, az egyik fékusza és a f6kuszok tavolsiga.

A PARABOLA

A PARABOLA EGYENLETE

1110.

1111.

Rajzoljunk egy egyenest, és t6le 5 cm tavolsigra jelsijiink ki egy pontot.
Szerkessziink olyan kordket, amelyek az egyenest érintik, és dthaladnak

a kitlizott ponton.
Szerkessziik meg a parabola néhény pontjét, ha a tengelyponti egyenlete:
a) v* =8y; b) y= -41::1:2; c) = —2y; d) at= —E-y.

1112. Egy pontot a parabola belsé vagy kiils§ pontjanak neveziink aszerint

1113.
1114,

1115.

hogy a fékusztél mért » és a vezéregyenestSl mért ¢ tdvolsigéra

r—t <0, vagy r—i&=>=0.
Bizonyitsuk be, hogy a sik tetszfleges pontjanak koordindtdira
x? < 2py, illetve x® > 2py aszerint, hogy a pont az x? = 2py parabola
bels8 vagy kiils§ pontja.
Vizsgdljuk meg, hogy az (1; 2); (—3; 1); (6; 3) és a (—17; 4) pontok
az 2 = 12y parabola bels6 vagy kills6 pontjai-e?
A p, és p, paraboldknak kozbs a vezéregyenese, a fokuszok az ¢ egyenesre
illeszkednek. A p, paramétere 4, a p, paramétere 6. Bizonyitsuk he,
hogy van olyan kozéppontos hasonlésdg, amely a p, parabolit a p,
parabolaba viszi 4t. Mi a hasonlésig arinya?
Bizonyitsuk be, hogy ha a parabola paramétere p és
@) a tengelypontja az orig6, a fékusza az y tengely negativ oldaldn

van, akkor az egyenlete y = ..__2_{52;
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1116.

1117.

1118.

1119,

1120,

1121.

1122,

124

b) a tengelypontja az origd, a fokusza az x tengely pozitiv oldaldn
van, akkor az egyenlete ¥? = 2px;

¢) a tengelypontja az origd, a fékusza az x tengely negativ oldalin
van, alkkor az egyenlete y% = —2px. »

Mi az egyenlete annak a parabolanak, amelynek a tengelypontja az

origd, €s

d) athalad a (12; 6) ponton, tengelye az y, illetve az = tengely;

e) 4thalad a (4; 4) ponton, tengelye az y, illetve az  tengely;

/) 4thalad a (—4; 3) ponton, tengelye az y, illetve az 2 tengely;

g) athalad a (—8; —6) ponton, tengelye az 9, illetve az = tengely?

Irjuk fel a parabola tengelyponti egyenletét, ha a fékusza az

@) (0;4); b) (0; —38); ¢} (0;2) d) (0; —8);

e} (4;0); f) (—5; 0) pont?

Trjuk fel a parabola egyenletét, ha

a) a f6kusza a (—7; 0) pont, és a vezéregyenesének az egyenlete x—

—T == 0;
b) a fokusza a (0; —4) pont, és a vezéregyenesének az egyenlete y—
—4 =0,

Irjuk fel a parabola egyenletét, ha
a) a vezéregyenesének az egyenlete y--1 = 0, a fokusza a (4] 3) pont;

b) a vezéregyenesének az egyenlete y—3 = 0, a fékusza a (2; —3)
pont;

¢) a vezéregyenesének az egyenlete y—6 =0, a fdkusza a (3; —2)
pont;

d) a vezdregyenesének az egyenlete #—1 = 0, a fékusza a (4; 2) pont;

e) a vezéregyenesének az egyenlete z+4 = 0, a fékusza a (—1; 3)
pont;

f) a tengelypontja a (—1; 2), fékusza a (—1; 4) pont;

g) a tengelypontja a (4; 2), fékusza a (8; 2) pont;

k) a fékusza a (0; 6) pont, a tengelye az y tengely és a fékuszédnak a
vezéregyenestél valé tdvolsiga 8 egység;

i) a fokusza a (6; 2) pont, a tengelye parhuzamos az % tengellyel és a
fokuszénak a vezéregyenestdl vald tavolsdga 4 egység.

Mi a feltétele annak, hogy az y = az®+br-+¢ parabola dthaladjon a ké-

vetkezd ponton:

a) (0; 0); &) (2; 1), ¢) {—4;0); d) (3; —2).

Trjuk fel a parabola egyenletét, ha a tengelypontja az y == 2 egyenesre
illeszkedik, 4thalad a (0; 8) ponton, paramétere 3, és a tengelye parhuza-
mos az y tengellyel.

Irjuk fel a parabola egyenletét, ha a tengelye parhuzamos az @ tengellyel,

paramétere %, és athalad a (—6; 4) és a (9; 1) pontokon.

Trjuk fel a parabola egyenletét, ha

a) a tengelypontja az y tengelyre illeszkedik, tengelye parhuzamos az
z tengellyel, és athalad a (—4; 1) és a (—1; 1) pontokon;

b) a tengelypontja az x tengelyen van, szimmetriatengelye parhuzamos
az y tengellyel, és dthalad a (2; 8) és o (—1; 12) pontokon.



1123,

1124.

1125, 1

1126.

1127.

1128.

1129.
1130.

1131.

1132.

1133.

1134.

frjuk fel annak a parabolinak az egyenletét, amely athalad
a) a (—2;3); (4; 0) (8; 8) pontokon;

b) a (—3;2); (0;0) {3; 2) pontokon;

¢) a (4; 5); (—2; 11} (—4; 21) pontokon;

d) az (1; 1); {3; 0); (4; —4) pontokon,

és tengelye parhuzamos az y tengellyel.

Egy parabola tengelye az « tengely, tengelypontja a (—5; 0) pont, és az
y tengelybél 12 egység hosszigagi hirt metsz ki. Irjuk fel a parabola
egyenletét,

rjuk fel annak a paraboldnak az egyenletét, amelynek a tengelypontja
az (z; 0) pont, és az y tengelyt a (0; b) és (0; —b) pontokban metszi,
tengelye parhuzamos az @ tengellyel.

Trjuk fel a parabola egyenletét, ha az y tengelyt a (0; b), az x tengelyt az
(@; 0); (—a; 0) pontokban metszi, tengelye parhuzamos az y tengellyel.
Egy egyenls oldald haromszdg egyik csdcsa a (2; 1) pont, a vele szemkozti
oldal 8 egység, és parhuzamos az y tengellyel. frjuk fel annak a parabold-
nak az egyenletét, amelynek a tengelye pirhuzamos az x tengellyel, és
az egyenls oldalii hdromszog csicsain halad 4t. Hény megoldds van?
Parabolikus tartészerkezetidl hid fesztivolsidga 60 m, kozépsé legmaga-
sabb pontja 15 m-re emelkedik a vizszintes ut folé. Szamitsuk ki a fiiggs-
leges tartévasak hosszat, ha azok a hid egyik végétsl kiindulva 5 m-enként
helyezkednek el.

Egy a vizszinteshez hegyesszoghen elhajitott k6 az eldobdstdl szamitva
36 m-re esett le, és 12 m-re emelkedett. Irjuk fel a roppalya egyenletét.
A vizszintes talajszintjén elhelyezett szokdkidthdl kilépd viz roppilydja

parabola, melynek paramétere % Milyen magasra emelkedik a viz-

sugér, ha a sz6k8kit nyildsdtél 2 m-re jut vissza a talajra?

Az ABC egyenls oldali héromszég A cstcsa az origéban van, a BC
oldala pirhuzamos az y tengellyel. Irjuk fel annak a parabolanak az
egvenletét, amelynek fékusza A, és dthalad a B és  cstiesokon. A harom-
szig oldala a.

Az 221y == ¢% kérben az x tengelyre illeszkedS atmérd és az y = b
(0 < b < r) egyenletét hir végpontjai parabolit hatiroznak meg. Trjuk
fel e parabola egyenletét. '
Hatarozzuk meg a parabola fékuszdnak a koordindtiit, a paraméterét és a
vezéregyenesének az egyenletét, ha a parabola egyenlete:

a) y: = 24x; b) y® = —8x; ¢) a®=6y; d) 2*+y=0;

e) dy*tx = 0; f) (@—5)2=8(y+6); g¢) (y—2)* = 12(x+3);

k) (y—38)* = —d(x+1); 1) y* =4a—8; ) y*=4-bz;

k) 22 =6y+2; ) a?=2—y; m) y= ém2+x—|—2;

n) y= —u%xg—l—.?rcm’r'; 0) y:—102—2y—19 = 0; p) y = Aax>{-Bz+C.

Hatdrozzuk meg

@) azn Y = —513—w2—4:c+3; b) az y = -imw2+:v—2 parabola tengelypont-
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1135.

1136.

113%7.

jénak és a fékuszdnak a koordinitdit, ha a paraboldt az y = egyenesre
tiikrozziik. _ '

Milyen hosszii az a® = 8y parabolanak az a hirja, amely az ¥y =4,
¥, = 12 ordindtdji pontjait koti ossze.

Szdmitsuk ki az »* = 8y parabola 6 abszcisszaji pontjinak a fékusztol
mért tavolsdgat.

Szémitsuk ki az 2% = 12y parabola 6 ordinitaji pontjinak a fékusztsl
mért tdvolsagit.

A PARABOLA ES EGYENES

1138.

1139.

1140.

1141.

1142,

1143,

1144,

1145.

126

Hatérozzuk meg

a) oz y = %wz parabola és a 22—3y+6 = 0 egyenes;

b) az y == —-—91—9:2 parabola és a 42--3y—12 =0 egyenes;

¢) az y* = 4z parabola és az x+y—3 = 0 egyenes kozis pontjainak a
szamat.

Szdmitsuk ki az y = %xz parabola Tz —3y—30 = 0 egyenesre illeszkedd
hirjdnak a hosszat,

Milyen hosszi az y == %xz parabolinak az a hirja, amelynek egyenese
fékuszon halad 4t, és az egyik irdnyvektora v(3; ¥3)t

Azy = %zﬁ parabola tengelypontjibdl hizzuk meg azt a hurt, amelynek

egyik irdnyvektora v(1; ¥3), azutan rajzoljuk meg a tengelypontbél a red
meréleges hirt. Szamitsuk ki, hogy a hirok nem kozos végpontjain
dthaladd egyenes mely pontokban metszi a koordindtatengelyeket,

2
Hatérozzuk meg az y = % paraboldnak azokat a pontjait, amelyek a

Py(—1; 5) és a Py(5; —1) pontoktdl egyenls tavolsigra vannak.
Trjuk fel az y = 2—1051:2 parabola olyan hurjinak az egyenletét, amely at-

halad az (5; 2) ponton, és ez a pont a hurt felezi.

Irjuk fel az y = —él-:c? parabolaba irt hdromszog oldalegyeneseinek egyen-

letét, ha a hiromszog egyik cstcsa a parabola tengelypontja, a magassig-
pontja a parabola fékusza. (Parabolaba irt hdromszdgnek az olyan hérom-
szoget mondjuk, amelynek esticsai a parabolira illeszkednek.)

Az egyenld oldalt hiromszog egyik csticsa az 2 = 2py parabola tengely-
pontja, a mésik két csticsa a paraboléra illeszkedik. Szamitsuk ki a cstesok
koordinatéit.



1146.

1147.

1148.

1149,

1150.
1151.

1152,

1153.
1154.

1155.

A gilydobé a golyét a vizszintes talaj felett h magassighdl 16ki el ¢
kezd@sebességgel. A kezdGsebesség irdnya a vizszintessel « sziiget zdr be.
A golyé az A pontban esik a talajra. Mekkora az 04 tivolsig, ha O
a sdlydobé talpdnak a helyét jelenti.

1
A P (—10; y,) és a P,(15; y,) pontok az y = Emz parabolara illeszked-
nek. Szdmitsuk ki a parabola P, pontjdnak a koordinitéit, ha a P, P,P,

héromszdg teriilete 31;1:- teriiletegység.

Vizsgaljuk meg a kovetkezd parabolik és egyenesek viszonylagos hely-
zetét:

a) § = -—;-ﬁ, x—y—2 == 0; ¢

b) 2243y =0, Bzt3y—15-=0; ™
¢} y+5x=0, Sx—y—15=0; »
d) y® =4z, x+3y+9=0. ¢

Igazoljuk, hogy az y = mrz:—}—i(m;é()) egyenes az y° = 4ax parabola
m

érintdje. (Azt az egyenest, amely nem parhuzamos a parabola tengelyével,

egyetlen koziis pontja van a paraboldval, és a parabola sikjiban van,

a parabola érint8jének mondjuk Az érinté tehat olyan egyenes, amelynek

az érintési pont kivételével minden pontja a parabola kiilsé pontja.)

Mi a szitkséges és elégséges feltétele annak, hogy av+bdx+c¢ = 0 egyenes

érintse az ¥ = 2px para,bolé,t?

Igazoljuk, hogy az y* = 2px parabola (z;; y,) pontjdhoz tartozd érintd

egyenlete yy, = 'p(x—i—wl) frjuk fel ennek alapjan az y® == 8z parabola

I, 2, 3 abszcisszdji pontjaiban hizhaté érinték egyenletét.

Blzonyltsuk be, hogy a parabola érint8je a kivetkezd tulajdonsdgokkal

rendelkezik:

@) a fokuszbdl az érintére hizott merbleges talppontja & tengelyponthoz
tartozéd érintdre illeszkedik; :

b) a fékusznak az érint8re vonatkozd tiilkdrképe a vezéregyenesre illesz-
kedil;

¢) az y® = 2px parabola barmelyik a tengelyponthoz fartozd érint6tsl
kiilonbozd érintSje az y tengelybdl feleakkora szakaszt vig le, mint
amekkora az érintési pont ordinataja;

d) az y* = 2px parabola barmelyik érint&je az & tengelyt olyan pontban
metszi, amelynek az origdtél mért tdvolsiga egyenld az érintési pont
abszcisszdjaval,

Szerkessziilk meg adott parabola adott pontjadhoz tartozdé érintéjét.

Bizonyitsuk be, hogy a parabolikus titkor fokuszabdl kiindulé fénysuga-

rak visszaver8dés utin a parabola tengelyével parhuzamosan haladnak

és megforditva, a parabola tengelyével pirhuzamosan haladé fénysugarak

a visszaverSdés utdn a fékuszon haladnak at.

Az y? == 12z parabola 2, 6, — 3 ordindtaju pontjaiban a paraboldhoz érin-

t6ket hiizunk. Hatdrozzuk meg az érintési pontok altal meghatirozott

hiromszdg és az érint8k alkotta hdromszog teriileteinek az ardnyat.
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1156.

1157.

1158.

1159.

1160.

1161.
1162.
1163.
1164.

1165.

1166.

1167.

1168.

1169.

1170.
1171.

1172,
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Az y? = 16x parabola fokuszan 4t hurt fektetiink, melynek egyik irdny -
vektora v(1; ¥3). Szamitsuk ki a hur végpontjaiban hizhaté érinték haj-
lasszigét.

Az y? = 2px parabola (zy; ¥,) pontjdhoz tartozé érintére merdGlegest alli-
tunk az érintési pontban. Mely pontokban metszi ez az egyenes (a norma-
lis) a koordindtatengelyeket?

Az y? = 2pz parabola érintGje és a hozza tartozé normaélis egyenld szard
hiromszéget hataroznak meg, amelynek alapja az x tengelyre illeszkedik.
Hatarozzuk meg az érintési pont koordinatait.

Trjuk fel annak a kérnek az egyenletét, amely az y® = 2px parabolat a
fékuszdn dthalad6 és a tengelyére merdleges hiur végpontjaiban érinti.
Hatéarozzuk meg az m értékét gy, hogy az y = max —2 egyenes érintse az

1
if = Zmz parabolat.

Hatdrozzuk meg m értékét ugy, hogy az y = mw—4 egyenes érintse az
y* = —8z parabolat.

Mekkorara kell valasztani b értékét abhoz, hogy az y = a+b egyenes
messe, érintse, illetve elkeriilje az y = 2?2 parabolat?

Hatérozzuk meg a b értékét Ggy, hogy az y = x+b egyenes érintdje legyen
az y? = 4z paraboldnak.

Mi a feltétele annak, hogy az y = ma+b egyenes érintse az y* = 2px
parabolat?

1
Hatarozzuk meg az y = gmz paraboldnak az y = —z-+4 egyenessel par-
huzamos érintdjét.

Az y? = 8z paraboladhoz érint6t hizunk, amely parhuzamos az y =«
egyenessel. Irjuk fel az érinté egyenletét.

Az x? = 16y paraboldhoz érint6t huzunk, amely meréleges az y = —-%x

egyenesre. Irjuk fel az érint8 egyenletét.
Trjuk fel az y* = 12z parabola érintéjénck az egyenletét
a) az x = 3 abszcisszaju pontjaiban;

b) amely parhuzamos a 3z —y+5 = 0 egyenessel;
¢) amely meréleges a 2x+y—7 = 0 egyenesre;
d) amely 45%-0s szdget zar be a 4z —2y+9 = 0 egyenessel.

Az y? = 2px parabolihoz érintét hiazunk, amely parhuzamos az y = x
egyenessel. Hatdrozzuk meg az érintési pont koordindtéit.

Milyen messze van a 3x+4y+446 = 0 egyenes az y = 61—4x2 parabolatél?

Hatérozzuk meg az y* = 2pzr parabolanal a p értékét gy, hogy a pa-
rabola '

&) ez y= %—l—l egyenest érintse;
b) az x—2y+5 = 0 egyenest érintse.

Mekkora az y? = 2pzx parabola paramétere, ha az az ax+4by+c® =0
egyenest érinti?



1178,

1174,

1175.
1176,

1177,
1178.

1179.

1180.

1181

1182,

1183.

1184.

1185.

Tekintstik az
y = (p— Lo+ 2pr--4

egyenlettel jellemzett g, gorbesereget:

@) Hatirozzuk meg a p paramétert gy, hogy g, érintse az x tengelyt.
(Az érintési pont legyen A.)

b) Hatirozzuk meg p-t Ggy, hogy a g, parabola tengelypontja az y
tengelyen legyen. (A tengelypont legyen B.)

¢) Mutassuk meg, hogy a fenti két gorbe az AB szakasz felezSpontjara
szimmetrikus.

d) Létezik-e olyan pont, amelyen a gorbesereg minden gorbéje dtmegy ¢

Hatdrozzuk meg a (9; 2) ponthél az y = 3—163:2 parabolihoz huzhatod

érint8k egyenletét.

Hatérozzuk meg az (5; —7) ponthél az y* = 8z parabolihoz hizhatd
érinték egyenletét.

Hatérozzuk meg az = tengelynek azt a pontjat, amelybdl az y* = da
paraboldhoz hizott érintdk a tengelyponthoz tartozé érintével egyenld
oldald haromsziget alkotnak.

Hatdrozzuk meg az y% = 16z paraboldnak azt az érintéjét, amelynek az
érintési pont és az x tengely kozé esd szakasza 20 egység.

Szamitsuk ki az aldbbi parabolik metszéspontjait:

a) y?==2x és o =y; b) a?=8y és 2* =y—2; ¢) y*Hau~2y =0

bs x?=y; d) y=2%és 2z =3y—y% e) y==xés yi+bax—Ty=0;

f)y =2t és yt-8y+12z = 0; ¢} a*—dx—4y = 4 és 42 = da+4y;
2 2

5|

Egy parabola tengelypontja az y® = 8z parabola fékusza, a fékusza

pedig az adott parabola tengelypontja. Szamitsuk ki a parabolak met-

széspontjait.

Szamitsuk ki a parabola és a kor metszéspontjait, ha egyenletiik:

R) 4= 2px és y* = p:v—{—[

a) y* =%x és a2y =25; b) y*=18x és a®4-12x4-y*—64 = 0.

Hatédrozzuk meg az y? = 162 parabolanak azt a pontjit, amely a fokuszi-
161 13 egység tavolsdgra van.
Milyen tavolsigra van a tengelyponttdl az % = 4,5z parabolinak az a

pontja, amely a fékusztdl 9% egységnyl tédvolsigra van?

Trjuk fel annak a paraboldnak az egyenletét, amelynek a tengelypontja
a (0; —85) pont, és érinti az x®+y® = 9 kirt. (A parabola tengelye az y
tengely.)

friuk fel annak a parabolinak az egyenletét, amely az (x—11)°4-y% = 40
kért érinti, tengelypontja az origéban van, és a tengelye az x tengely.
Hatéarozzuk meg az érintési pontok koordinitiit.

Adott az (z—a)i+y? = r* kor (@ > 0). Hatdrozzuk meg a p értékét gy,
hogy az adott kor az > = 2pw parabolét érintse.

% Geometriat feladatok IL, —10127/IL. 129
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1187,

1188.

1189.

1190,

1191.

1192,
i193.

1194,

1195,

1196.

1197,

1198.
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s %y ., 20 -
Hatarozzuk meg az E+% =1 ellipszis és az y® = ?a, parabola kizis

érintfinek az egyenletét.

Széamitsuk ki

a) az x:4y® =16 és azm y° = 6x;

b) az xP4-y? == p? és az y? = 2px ‘
gorbék hajlasszogét. Trjuk fel az a) esethen a gorbék kozos érintéinek az
egyenletét,

A 49224100y = 4900 ellipszis kozéppontja legyven annak a parabolinak
a fékusza, amelynek a tengelypontja a (0; 7) pont. Szémitsuk ki az ellip-
szis és a parabola kozos pontjainak a koordindtéit.

A 8427 —49y® = 3136 hiperbola kizéppontja legyen annak a paraboldnak
a fékusza, amelynek a tengelypontja a (—7; 0) pont. Szdmitsuk ki a para-
bola és a hiperbola kizos pontjainak a koordindtiit.

Az y* = 2px paraboldbél az x — a egyenessel (@~ 0) egy parabolaszeletet
hatdrolunk el. Szerkessziink a parabolaszeletbe maximalis teriilet(l tégla-
lapot, amelynek kézépvonala a parabola tengelyére illeszkedik.
Rajzoljuk meg az y* = 2pa parabola egyik, a tengelypontjatsl kiilénbozd
P pontjihoz tartozé érintdjét. Az érintére rajzoljunk merélegest az
érintési pontban. Ez az egyenes az » tengelyt ¢ pontban metszi. Bizonyit-
suk be, hogy a P szakasznak az x tengelyre es6 meréleges vetiilete nem
fiige a P pont megvilasztisitol.

Bizonyitsuk be, hogy a parabola hérom érintéje 4ltal meghatirozott
hiromsztg koré rajzolhaté kor dthalad a fékuszon.

Tekintsiik a paraboldnak azokat a hiurjait, amelyek a parabola tengely-
pontjabdl derékszogben lathaték. Bizonyitsuk be, hogy ezek a hirok egy
rogzitett ponton haladnak 4t.

Két paraboldnak kiézis a tengelye és a fékusza. A tengelypontokat a
fékusz elvalasztja egymastél. Bizonyitsuk be, hogy a két parabola haj-
lasszoge 90°. (Két parabola hajlasszgét a metszésponthban a paraboldkhoz
huizott érintdk hajlasszigével definialjuk.)

Bizonyitsuk be, hogy a parabola vezéregyenesének tetszéleges pontjahél
a parabolédhoz hiizott két érintd érintési pontja és a fékusz egy egyenesre
illeszkednek.

A parabola belsejében régzitstink egy P pontot. A P ponton 4thaladé és a
tengellyel nem pirhuzamos eegyenes a parabolat R és S pontokban metszi.
A P, R, § pontoknak a vezéregyenesre es§ merSleges vetiiletei rendre
Py, R;, 8, Bizonyitsuk be, hogy a P,R,-P,8, szorzat nem fiigg az e
egyenes megvilasztasitél. (A parabola belsején azt a siktartominyt
értjiik, amelynek pontjaira r—1t < 0. 1112. feladat.)

Bizonyitsuk be, hogy a paraboldnak a tengelyére vonatkozé mer6leges
affinitdssal szdrmaztatott képe parabola. Hatirozzuk meg a transzfor-

méalt parabola paraméterét, ha az affinitds ardnya: %; %; 2; A

Rajzoljuk meg a parabola egyik kiils§ P pontjabél az érintéket. Az érin-

tési pontokat jeldljiik Py-gyel és Py-vel. Bizonyitsuk be, hogy

a) a P pontnak a parabola tengelyétdl mért elSjeles thdvolsiga a P,
és P, pontok tengelytél mért elSjeles tdvolsdgainak a szdmtani ko-
zepe;



1198.

b) a P pontnak a parabola tengelypontjdhoz tartozd érintétsl mért t4-
volsiginak a négyzete egyenld a Py és P, pontoknak ugyanezen érin-
t6t0] mért tavolsigdnak a szorzatdval;

¢) a P pontnak a {6kusztdl mért tdvolsiga a P, és P, pontok fékusztol
mért tdvolsigainak mértani kézépardnyosa.

A parabola térsérintSinek mondjuk azokat az érintéket, amelyeknek a

hajlasszdge 90°. A parabola két tetszdleges, de a tengelyponthoz tartozd

érint6t6l kiilénboz0 e, és e, érintéje az M pontban, a hozzajuk tartozé térs-
érintdk, ¢, és ey’ az M’ pontban metszik egymdst. Az e, és az e, metszés-

pontja €y, az e, és e, metszéspontja @,. Bizonyitsuk be, hogy az MM’

és a ¢,¢), egyenesek a fékuszon haladnak 4t, és a hajldsszogiik 90°.

SZERKESZTESEK

1200,

1201.

1262.
1203.

HiRd

A paraboldt ismertnek tekintjiik, ha tudjuk a fékuszinak és a vezér-
egyenesének a helyét. Ezt szem elStt tartva szerkessziink paraboldt, ha
adott

a) a fékusza és a tengelypontja;

b} a tengelye, a tengelypontja és a paraméterének a hossza;
¢) a fokusza, egyik érintSje az érintési ponttal;

d) a fékusza és két érintdje;

e} a fokusza, a tengelye és egyik érintéje;

1) a fékusza, az egyik érint8je és egyik pontja;

g) a fokusza és két pontja;

k) a fékusza, a tengelye és egyik pontja;

) a tengelye, a tengelypontja és egyik érintdje;

i) a tengelye, a tengelypontja és egyik pontja;

k) a vezéregyenese és az egyik érintéje az érintési ponttal;
) a vezéregyenese, a tengelye és egyik érintéje;
m) a vezéregyenese, az egyik érintéje és egyik pontja;

7} a vezéregyenese és két pontja;

o) a vezéregyenese, a tengelyponthoz tartozé érintSje és egy mésik

érintdije;
p) a tengelyponthoz tartozé érintéje és egy mdsik érintéje az érintési
ponttal; .

r) a vezéregyenese, a tengelye és egyik pontja;

s} a tengelye és egyik érintéje az érintési ponttal;

t) a tengelyponthoz tartozé érintéje és két masik érintéie;

u) két érintlje az érintési pontokkal;

v) a tengelyének irdnya, két pontja és az egyikre illeszkedd érintéje;
z) hirom érintdje és a vezéregyenese.

Adott egy parabola fékusza, a vezéregyenese és egy egyenes. Szerkessziik
meg a parabola és az adott egyenes metszéspontjit,

Szerkessziink kiilsé pontbdl a paraboldhoz érintdt.

Adott a parabola fékusza, egyik pontja és e ponthoz tartozé érintének a
tengelyponthoz tartozé érint6 és a vezéregyenes kozstti szakasza. Szer-
kessziik meg a vezéregyenest. :
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A P({—2; 3) ponthdl kiindulé fénysugdr az 2 tengelyrdl visszaverddik.

Irjuk fel a beess és a visszavert fénysugar egyenesének az egyenletét, ha

a bees$ fénysugir egyik irdnyvektora v(1; 8).

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek egyik irdnyvektora

v(5; —12), és adthalad a (—4; 16) ponton. Szédmitsuk ki az egyenes és a

koordindtatengelyek altal meghatérozott hdromszisg kiré, a haromszdgbe

irhaté kor kozéppontjinak és a siulypontnak a koordinitiit.

Induljon el a (18; 7) pontbdl és haladjon az a{—4; —3) vektorral parhuza-

mos irdnyban az 3/ pont 2,5 egysegnyi sebességgel. Mennyi iddegység

. 2 2

alatt éri el az M pont az %—% == 1 hiperbolat?

Szémitsuk ki a P(8; 5) pontnak a 2x—3y—8 == 0 egyenestsl mért tavol-

sagdtb. Tikrdzztik P-t az adott egyenesre. Hatdrozzuk meg a titkérkép

koordinatéit.

Adott két egyenes: 4x+Ty—15 = 0, 9o—1dy—4 = 0.

) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek egyik normal-
vektora n(~1; 3), és dthalad a két adott egyenes metszéspontjan.

b) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely 4thalad a két
adott egyenes metszéspontjan, és a koordinatatengelyek pozitiv felé-
vel 4 egység teriiletth haromszdget hatdroz meg.

¢) Szimitsuk ki a két adott egyenes hajlassztgét.

Adott két pont: A(1; 2), B(5; —1). Szdmitsuk ki az AB-nak a koordini-
tatengelyekkel bezédrt szogeit.

Adott kéb pont: A(3; 5), B(6; —2). Vetitsiik az AB-t mer&legesen az
% = ¥ egyenesre. Hatdrozzuk meg a vetilletének a hosszit.
Hatérozzuk meg a vi+v,+vy-t, ha vi(1; 2), v,(—2; 3), vy(6; —10).

Az A és B pontokat Gsszekotd szakaszt az 1 ,(1; 2) és az M,(3; 4) pontok
hdrom egyenld részre osztjik. Szdmitsuk ki az 4 és a B koordinatait,

A (2; 3) ésa (6; 6) pontok egy négyzet szomszédos csticsai. Szamitsuk ki a
mdsik két cstics koordindtait.

A (3; 5) és a (9; —7) pontokban elhelyezett 2 és 1 tbmegegységnyi anyagi
pontokbdl 4116 rendszernek hol van a stlypontja?

Az my, m,, my tomegli anyagi pontokat rendre az M (z;; y,), Moz ¥.),
M y{wy; y3) pontokban helyeztitk el. Bizonyitsuk be, hogy a harom pontbél
4llé6 anyagi pontrendszer sulypontjinak koordinitéi

3Ty T M+ Mgy . Yt ey MY, ]
My M1 M+ My,
A sokszbg csticsaiban egyenld témegek vannak. Bizonyitsuk be, hogy az

igy kapott anyagi pontrendszer sulypontjdnak koordinitdi a csiesok
megfelel§ koordinitdinak szdmtani kozepével egyenld:

— E R RERs S o y = Yi-Fyat - - Fn
n ’ 7
(n=238,4,5, 86, ...)

P i —

&



1217.
1218.

1219.

122¢.

1221.

1223.
1223.

1224,
1225.
1228.

1227,

1228.
1229,

1230.

1231.
1232,

1233.

1234,

1235,

Egy szabdlyos sokszog kozéppontja az origéban van. Bizonyitsuk be,
hogy a cstesok abszeisszdinak (ordindtdinak) Gsszege zérus.

Egy sokszog mindegyik oldalira egy, az illet8 oldal hosszdval ardnyos
hosszisdgi és kifelé mutaté merSleges vektort allitunk. A vektorok rendre
a kovetkez6k: pi, Py Py Poy - .- Pa (7 & sokszig oldalainak a szdmdt je-
lenti). Bizonyitsuk be, hogy p,+p.+...+p. = 0.

Egy otszog oldalfelezd pontjai (pozitiv koriiljarast vilasztva) a kovet-
kez8k: Pi(xy; y1), Paol@y ya), Pol@s ), Pal@s ya), Pylas ys). Szamitsuk
ki a cstesok koordindtait.

Egy hiromszog teriilete 10 egység, két estiesa (5; 1); (—2; 2), a harmadik
csucsa az x tengelyre illeszkedik. Szdmitsuk ki a harmadik csiies koordi-
nitaib.

A koordinita-rendszer eltoldsa utan a {2; 4) pont koordindtéi (—3; 0).
Szamitsuk ki az eredeti koordindta-rendszer origéjdnak a koordinitait az
1j koordindta-rendszerben.

Szamitsuk ki a hiromszdg szogeit, ha estesai (0; 1), (1; 1) és (5; 5).

Egy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete: xJ-2y-+-1 = 0 és
2z-+y—3 = 0. Kozéppontja a (0; 4) pont. Irjuk fel a méasik két oldalegye-
nesének egyenletét.

A (2; --2) ponton dthaladd egyenes az (5; 2) ponttdl 3 egységnyi tdvol-
sigra van. [rjuk fel az egyenes egyenletét.

Trjuk fel az o4 2y = 1 és az v+ 2y = 3 egyenesekkel pirhuzamos egyenes
egyenletét, amely az adott egyenesek tavolsdgdt 1:3 ardnyban osztja.
Bgy héromszog kéb cstiesa: (2; 1); (4; 9), a magassdgpontja (0; 4).
Trjuk fel az oldalegyenesek egyenletét.

Egy hiaromszog két oldalegyenese: x+y—1=0; y-+1=0, a stlypontja a
(—1; 0) pont. frjuk fel a harmadik oldalegyenesének egyenletét.

Az e egyenes dthalad az 242y—11 == 0 és a 2r—y—2 = 0 egyenesek
metszéspontjan; az origbtél 5 egységre van. Irjuk fel e egyenletét.
Hizzunk az origén 4t olyan egyenest, amelyb6l az z—y--1 == 0 és az
x—y—2 = 0 egyenesek 3 egységnyi szakaszt vignak ki.

Az ¢ egyenes dthalad a (2; 3) ponton. e-b8l a 3x-}4y—7 = 0 és a Szt 4y+
+8 = 0 egyenesek 3Y2 egységnyi szakaszt vagnak ki. frjuk fel ¢ egyen-
letét.

Trjuk fel a 8z--4y—3 = 0 és a 42— 3y+5 = 0 egyenesek 4ltal meghati-
rozott szogek szogfelez8inek az egyenletét.

A Bx—d4dy = 25, Sx+12y = 65 és a 8x--15y--85 = 0 egyenesek egy
héromszbget hatiroznak meg. Szdmitsuk ki a héromszogbe frhaté kor
sugarat.

A 2z4-y-1 == 0 egyenes egy haromszig egyik belss szogfelezje, a harom-
szog két csticsa az (1; 2) és a (—1; —1) pont. Szadmitsuk ki a harmadik
eslics koordindtiit.

A 2x—y—1 = 0 egyenes egy hiromszig egyik belsd szogfelezbie, a ha-
romszig két estesa az (1; 1) és az (5; 4) pont. A hiromszig terillete 5
egység. Irjuk fel az oldalak egyenletét.

Valamely egyenlé szért haromszog alapegyenesének egyenlete: x+y—1==
=0; az egyik szdr egyenesének egyenlete: t—2y--2=0; a masik szdrra
illleszkedc’i egyik pont (—2; 0). Irjuk fel az utébbi szdr egyenesének egyen-
etét.
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Az ABC baromszog csticsainak helyvektorai rendre a, b é3a ¢

a) Igazoljuk, hogy a héromszdg 4 cstesdn athaladé magassig egyenes
egyenlete: (b—e){a—x) =0, ahol x az egyenesre illeszkedd tetszd-
leges pont helyvektordt jelenti.

b} Bizonyitsuk be, hogy a magassigvonalak egy ponthan metszik egy-
mdést,

Az ABC héromszig csticsainak helyvektorai rendre a, b és c.

a) Igazoljuk, hogy az AB oldal felezé merdlegesének egyenlete:
ath
—~h
2

—x|=0, ahol x a felez§ meréleges tetszbleges pont-

janak helyvektora.

b) Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog oldalfelez merélegesei egy pontban
metszik egymadst.

¢) Bizonyitsuk be, hogy az oldalfelezd merdlegesek kizis metszéspontja,
O a hiromszog cslesaitol egyenld tévolsigra van. (A bizonyitds egy-
szerisitése céljabol valasszuk az O pontob kezd&pontnak. Ekkor az
O pont helyvektma a 0 vektor, a hdromszog cstcsainak helyvektorai:

a =04, b=0B, e=00. Vegyiitk figyelembe azt, hogy az O
helyvektora kielégiti az oldalfelezé mer&legesek egyenletét.)

d} A c)-hez flizott megjegyzés felhasznalisival bizonyitsuk be, hogy a
haromszég koré frhaté kor kdzéppontja, a sulypont és a magassigpont
egy egyenesre illeszkednek gy, hogy a stlypont 1:2 ardnyban osztja
az OM szakaszt (O a hdromszdg koré irhatd kor kozéppontja, M a
magassagpont). Igazoljuk, hogy az OM szakasz I' felezéspontja kozép-
pontja egy olyan kornek, amelynek a sugara a héromszég koré
frhaté kér sugardnak a fele, dthalad az oldalak felezéspontjain, a
magassigok talppontjain és a magassigpontot a cstcsokkal 6sszekitd
szakaszok felezéspontjain (848. feladat).

Tekintsiik azt az « hegyesszoget, amelynek a cstesa az origd, egyik szira
az x tengely pozitiv fele, a masik szara az y = mx egyenesnek az a része,
amelynek pontjaira £=0. Az o sziget felez8 félegyenesen jeloljiink ki
egy, a csiestd] kiillonbozd P pontot. Rajzoljunk a P ponton dthaladé két,
a s20g szarait metsz8 egyenest. Az egyik egyenes a szog szdraibdl (a
cstestol szamitva) ¢ és b, a masik a szdgszdrakbdl a, és by szakaszokat

vig le. Bizonyitsuk be, hogy L—F-}»:—}-wf-—.

a b a b
Trjuk fel az 224942 — 202 = 0 és az 22+ y%—2by = 0 korok hatvanyvonald-
nak az egyenletét. Szdmitsuk ki a hatvanyvonalra illeszkedd htr hosszdt.
Hatérozzuk meg az x tengelynek azt a pontjat, amelybdl az z2-4-y2—6y+
+6 =0 és az x%+y?— 2z = 0 korokhoz egyenlS hosszu érintészakasz
hiizhato.
Irjuk fel iltalinosan azoknak a korcknek az egyenletét, amelyek az
x4y = 0 és az x—y = 0 egyeneseket érintik.
Bizonyitsuk be, hogy az #®+y2—2ax-+0% = 0 és az 2®+y2—2cy—02 =0
korsk merélegesen metszik egymést.
Az ellipszis P, és P, pontjait a kozépponttal dsszekotd szakaszok d,;
és d,. Bizonyitsuk be, hogy



1244,

1245,

1246.
1247,

1248,
1249,
1250.

125].

1252.

1
a4
ha d, és d, merSlegesek egymdsra (@ és b az ellipszis féltengelyei).
Az ellipszis kézéppontjabdl az ellipszis Py, P,, P,, ... P, pontjathoz ve-

zetd szakaszok legyenek dy, d,, . . . d,. Bizonyitsuk be, hogy ha did;.; <=

=7 {(i=1, 2, ... n—1), akkor az
Tt

1 1 1
+d_f,2 = ;4—5.

i 1 1 n{l 1
d12+d22 + +dﬂ2 2 { a2+ 62]

a és b az ellipszis féltengelyei, és n piros szdm.

Az ellipszisnek a kiozépponton dthaladé hirjait az ellipszis Atmérdinek,

a kior merdleges dtmérdinek affin képét a korbdl szdrmaztatott ellipszis

konjugalt 4tmérbinek mondjuk. Bizonyitsuk be, hogy

a) az cllipszis konjugdlt 4tméréinck végpontjaiban rajzolt érinték olyan
paralelogrammat hatéroznak meg, amelynek az oldalait az érintési
pontok felezik;

b) ab;sin w = ab,
ahol a; és b, az ellipszis konjugdlt félatmérdi, a és b az ellipszis félten-
gelyei, w a konjugdlt félatmér8k hajlisszige;

¢} az ellipszis konjugalt 4tmérbinek négyzetisszege nem fiigg a konjugalt
atmérépar megvilasztasatol;

d) ha a konjugdlt 4tmérépéar iranyvektoral (1; m;) és (1; m,), akkor az

D)

MMy = —w;-(a és b az ellipszis féltengelyei);

e} az ellipszis konjugalt félatmérdi dltal kifeszitett hdromszog teriilete
nem fiigg a konjugalt félatmérék megvilasztasatol.

Bizonyitsuk be, hogy az a és b féltengelyt ellipszis teriilete absm.

Szamitsuk ki az 224 3y® = 6 ellipszis egyenl§ hosszt konjugélt AtmérSinek

a hajlasszigét.

Szamitsuk ki az #2415y = 5 ellipszis konjugalt atmérsinek a hosszisé-

gét, ha a hajldsszogik 150°.

A 8x21 17yt = 136 ellipszis konjugslt dtmérdinek az arinya 4:3. Irjuk

fel az AtmérSk egyenletét.

Szamitsuk ki az ellipszis féltengelyeit, ha egyik konjugdlt atmérépirja

hossztisdgainak dsszege 6 egység, az dltaluk bezdrt szog 150°, és a fékuszok

tavolsaga i—j egység.

2 g2
Bizonyitsuk be, hogy az %_i_%a" =1 ellipszishez hizott érinté egyenlete:
a .

y == m:ciVazmz—{—bz,
ahol m az egyenes irdnytangense, a és b az ellipszis féltengelyei.
2 g2
Bizonyitsuk be, hogy az L ¥
a® b2
irdnyvektord érintd egyenlete

y = mx+Vaimi—b2.

hiperboldhoz huzott v(1; m)
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Bizonyftsuk be, hogy az 2*+y* = a2+ 5?2 kérnek a koordinitatengelyek-
2 2
kel vald metszéspontjain 4thaladdé egyenesek érintik az %—}»% =1
a

ellipszist. V
Bizonyitsuk be, hogy az a4y = cés az a+y = —¢ egyenesek érintik az

2 gt L
E-;-ﬁ = 1 ellipszist, ha ¢ = a24+52

Szamitsuk ki az y? = 2px parabola fékuszénak az érintétél vald tavolss-
git, ha az érint8 irdnyszige o.

1 Ny .
Hatérozzuk meg az y = Zaﬂ parabola érintGjének az egyenletét, ha az

dthalad a (0; —4) ponton.
Hatarozzuk meg az y* = 2x parabola érintéjének az egyenletét, ha az 4t-
halad (—4; -1) ponton.

Hatarozzuk meg az 2®-4-9y* = 9 ellipszishez a (2; —1) pontbél hiizhaté

érinték egyenletét.

Hatarozzuk meg a 42— 9y* == 36 hiperboléhoz a (3; —6) pontbél hizhaté

érinték egvenletét.

A merdleges affinitds tengelye legyen az x tengely, és az affinitds ardnya
2 2

%. Hatérozzuk meg annak a gorbének az egyenletét, amely az fﬁ .__y.g_ =1

hiperbola affin transzforméaldsakor adédik.
4 mely értéke mellett létezik olyan =z, y szampdar, amely megoldasa a
kovetkezs egyenletrendszernek:

22y —8x—6y = 0
92+ — 6y = 0
yi—-Adrx—06y+9—2 = 0.

Milyen geometriai értelmezést adhatunk a feladatnak?

frjuk fel annak a hiperboldnak a kozépponti egyenletét, amely 4thalad
a (V6; 3) ponton, és érinti a 92y — 15 = 0 egyenest.

Rajzoljunk a hiperbola #, f6kuszdbél egy 2¢ sugard kort (22 a hiperbola
valés tengelye), ezutdn hiizzunk egy ¢ érintét ehhez a kirhiz az F,
fékuszbél. Bizonyitsuk be, hogy e érinti azt a kort is, amelynek a kozép-
poutja a hiperbola O kézéppontjdba esik, és a sugara a. Az e egyenes a
2a sugart kért P, az a sugart kért @ pontban érinti. Bizonyitsuk be,
hogy az 0 egyenes az F,P szakasz felezd merGlegese.

Adott a hiperbola két fékusza, F, és F, és egyik P pontja. PF, = PF,.
Meérjiik rd PF | szakaszra P-b6l a PF, szakaszt. igy egy F' pontot kapunk.
Bizonyitsuk be, hogy az F'F, szakasz felezs merdlegese érinti a hiperbolat
a P pontban.

Adott az ellipszis két pontja és két tengelyének az egyenese. Szerkesz-
sziik meg az adott pontokhoz tartozé ellipszisérintdket.

2 2
Az %_l"%g' =1 ellipszis 0=sax=<a és O0=y=<2b egyenlGtlenségekkel
@

kijelolt ivén szerkessziik meg azt a pontot, amely az (a; 0), (0; 0) és
(0; 0) pontokkal egyiitt a legnagyobb terilletdl négyszoget hatérozza neg.




1267.

1268.

1269.

1276.

1271.
1272.

1273.

1274.

1275.

1276.

Az a, b, ¢, ® és y nem negativ szimok eleget tesznek a kovetkezd egyenle-
teknek:

1421+ 8y—3a—b—c = 15
8a—10y+a—5b+2c = ~3
llz—y—20—b—~c¢c = 8.

Jeloljiilk ki a derékszdgli koordinita-rendszerben azokat a pontokat,
amelyeknek koordindtéi eleget tesznek a feltételeknek. Milyen értékekre
lesz széls8 értéke a 3y— 4w kifejezésnek?

Bizonyitsuk be, hogy ha egy kiilsé P ponthél a paraboléhoz két érintdt
rajzolunk, akkor az egyik érint§ ugyanakkora szoget zar be a PF egyenes-
sel, mint a mésik érint§ a parabola tengelyegyenesével (F a parabola
fokusza).

Bizonyitsuk be, hogy a hegyesszigli haromszog koré irhatd kor kozép-
pontja és magassdgpontja olyan ellipszisnek a fokuszai, amelyet a hirom-
sz0g oldalai érintenek. _ _
Adott 3 pont: 4, B és C. Bizonyitsuk be, hogy az ezeken dthalad6 bér-
melyik derékszogil hiperbola kozéppontja rajta van az ABC hiromszog
Feuerbach-féle korén.

Szerkessziilk meg annak a két parabolanak a metszéspontjait, amelyek-
nek adottak a fokuszai és a kozos vezéregyenesik.

Adott ellipszis két érintSjének a metszéspontjat jelsljitk P-vel, a fékuszo-
kat F,-gyel és Fy-vel. Bizonyitsuk be, hogy a PF, egyenes ugyanakkora
szoget z4r be az egyik érintGvel, mint a PF, egyenes a masik érintdvel.
A parabola 4 és B pontjén 4thalads szel§jén felvett P ponthdl érintdket
hizunk a parabolahoz. Az érintési pontok € és D. Hizzunk a € ponton at
az AB szelGvel pArhuzamos hurt, amelynek a mésik végpontja E.
Bizonyitsuk be, hogy az AB hirnak a felezéspontja rajta van a DE
hiron. :

Bizonyitsuk be, hogy ha két egymdst metsz8 paraboldnak kizds a vezér-
egyenese, akkor a metszéspontjaikon Adthaladé egyenes a fdékuszokat
oeszekott szakasz felezd merblegese.

Rajzoljuk meg a parabola tetszsleges, de a tengelyponttdl killonbszd
pontjahoz huzhaté érintSjét. Bizonyitsuk be, hogy az érintdnek az
érintési pont és a vezéregyenes kozotti szakasza a fokuszbdl derékszog-
ben latszik.

Adott egy O kozéppontt, r sugara kor. Az 0-t6l kiillonboz8 P ponthoz ren-
deljiik hozzd az OP félegyenesen azt a P’ pontot, amelyre

OP.OF = ri

Az igy definidlt ponttranszformiciét inverzidnak (korre vonatkozé titk-
rizésnek) mondjuk. Az O pontot az inverzié pdlusinak, az r? értékét az
inverzié hatvinyinak nevezziik.

a) Fejezziik ki a P(u; v) adott pont 2*4y2 = 1 kérre vonatkozd titkor-
képének a P’ pontnak (u'; v') koordinitiit az « és a v segitségével.
Szerkessziik meg a P’ pontot.

b) Bizonyitsuk be, hogy az inverzié pélusin athaladé egyenes inverze
snmaga, a péluson athaladd kor inverze egyenes. Szerkessziik meg az
egyenest.
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¢) Bizonyitsuk be, hogy az inverzié polusén 4t nem haladé egyenes in-
verze a poluson 4thaladé kor. Szerkessziik meg a kort.

d) Bizonyitsuk be, hogy az inverzié pélusin 4t nem haladé kor inverze
egy a poluson 4t nem haladé kor. Szerkesszilk meg ezt a kort.

2 2
e} Az % i—;‘)j—z = 1 ellipszist, illetve hiperboldt tikrézztik az 22+ y? ==a?
&

korre. Bizonyitsuk be, hogy az inverzi6 az ellipszist a b2(ax2-32)?
—a*(b®2*-a’y?) = 0, a hiperboldt a b(a%-y2)i—a(bii—a?y?) =
egyenlettel megadott giorbébe viszi 4t.

0

MERTANI HELYEK *

1277.

1278.
1279.
1280,

1281.
1282,
1283.
1284,

1285.

Egy pont gy mozog a sikon, hogy a sikban fekvé P,(3; 2) és a Py(—1; 5)
pontoktdl egyenls tavolsdgra van. Hatdrozzuk meg a mozgd pont palya-
jdnak az egyenletét.

Egyenl6 szart hiromszog alapjanak a végpontjai (7; 3) és (—7; 1). Mi a
harmadik estics mértani helye a koordindta-rendszer sikjdban?

Mi azon korok kézéppontjainak a mértani helye a koordindta-rendszer
sikjdban, amelyek 4thaladnak az (1; 5) és a (—3; —1) pontokon?

Mi azoknak a pontoknak a mértani helye a koordindta-rendszer sikjé-

ban, amelyek egyenld tdvolsigra vannak az y = -1—9:—}—3 és az y = 2x—5
egyenesektsl 2 2

Mi azon kérok kozéppontjainak a mértani helye, amelyek érintik az «
tengelyt és a 122 —5y = 0 egyenest?

Mi azon kérok kozéppontjainak a mértani helye, amelyek érintik a
dr+y+3 = 0 és a do+y—7 = 0 egyeneseket?

Mi azon kérsk kiozéppontjainak a mértani helye, a koordinita-rendszer
sikjiban, amelyeknek a sugara 3 egység, és érintik a 9x- 5y=2 egyenest?
Mi azoknak a pontoknak a mértani helye a koordindta-rendszer sikjé-
ban, amelyek (4; 0) ponttdl mért t4volsdginak a négyzete 20-szal ki-
sebb, mint a (0; 2) ponttél mért tavolsdgdnak a négyzete?

Mi azoknak a pontoknak a mértani helye a koordinita-rendszersikjdban,
amelyek az 4y = 3 egyenestél 4-szer akkora tivolsdgra vannak, mint
a Tx—y-+1 = 0 egyenestsl?

. Egy héromszég két estcsa (—6; 0) és (6; 0), a harmadik csticsa pedig az

¥ == —3x-+5 egyenesen mozog. Mi a silypontjdnak a mértani helye?

. Egy hdromszig két csicsa (—4; —6) és (6; 2), a harmadik csiicsa pedig

az y = 3245 egyenesen mozog. Mi a silypontjinak a mértani helye?

. Egy hdromszig két estcsa (1; 0) és (5; 0). Harmadik esticsa a koordi-

natatengelyek 4ltal bezart szdg szogfelezdjén mozog. Mi a stlypontjinak
a mértani helye?

+ Egyenld szdrti haromszdg egyik szardnak végpontjai A(4; 2) és B(1; 8}

Mi a harmadik estcs mértani helye?

- Mi azoknak a pontoknak a mértani helye a koordindta-rendszer sikjiban,

amelyeknek az (1; 0) ponttél mért tavolsiguk négyzetének a szdmérté-
ke egyenl§ az 2 = 1 egyenest8l mért tavolsdgukkal?

* Ebben a fejezetben Litfizott feladatok megolddsa elftt célszerti tanulményozni e 956., 1277.,
és az 1321, feladatok megoldasat.
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