386.

387.

388.

389,

390.

391.
392.

Az ABCD négyszogben adott AB =a, CD =05, ABC sadg = ADC
szdg = 90° és BAD sudg = a Ggy, hogy a < 90° Szamitsuk ki 4.D-%,
BC-t és a négyszog teriiletét. Melyek a feladat megoldhatésiginak fel-
tételei?

Egy trapéz alaku telket, melynek feriilete 3600 m?, egyik 4tlds utja ugy
oszb egy szabilyos és egy dltaldnos hdromszogre, hogy a nyert részek
teriileteinek ardnya 5:4. Mekkordk a trapéz oldalai és szogei?

Egy trapéz teriilete 204 m?, a pérhuzamos oldalak killonbsége: a—¢ =
— 14 m; a nem pirhuzamos oldalak killénbsége: —d = 2 m, a szemben
fekvé szogek kiilonbsége: y—o = 59°29. Szamitsuk ki a parhuzamos
oldalak hosszdt.

Valamely héromszogben két oldal ardnya: a:b = 2:3. A korilirt kor
sugara 15 em; a harmadik oldalhoz tartozé magassig: me = 20 cm.
Mekkorak a hiaromszig oldalai és szogei?

Egy hiromszogben két oldal 6sszege: b+c =5 cm, az altaluk bezart
sz0g 60°, a harmadik oldalhoz tartozd magassdg: m, = ¥3 em. Mek-
kordk a héromszog oldalai és ismeretlen szogei?

Egy haromszég oldalainak ardnya: a:b:c = 25:29:36. A befrt kor sugara.:
p == 232 em. Mekkordk a hdromszog oldalai és szogei?

Adott héromszoghoz szerkessziink vele egyenld teriiletl egyenls oldald
hiromszoget.

FOKQK ATSZAMITASA IVMERTEKKE ES VISSZA

393.

394.

305.

396,

Mekkora, a kévetkezs szogek m-vel kifejezett fvmértéke:

15°; 22°807; 45°; 60°; 90°; 108°; 120°; 185% 150°; 180°; 210°; 225% 240%
270°; 300°; 315°; 330°% 750° 840° 1080°%

Mekkora a kivetkezd sazogek ivmértékének négy tizedesjegy(l kozelitd
értéke: '

2929, 40°; 55° 110°; 130%; 250° 320° 400°% 1110° 17,4% 24°38'; 228,2°
412°15°; 316°107; 72°50; 12°30"; 21°18'; 20°20°; 300°10°; 79,58°%

Hény fokosak azok a szogek, melyeknek ivmértéke:

o) 2%, 4 B 3w 5m Tm Sw Tw lla w gn Smoa Sm lom 10w

3’ 3 3,4’ 4’ 4} 6!67.615) 5) 2’ 8’8, 87 9)
=, Sz Tz liz,
12’ 24’ 30" 45 °
b) 0,125; 0,25; 0,75; 1,5; 3; 6; 8; 10; 18;
¢) 0,01; 0,11; 0,111; 0,93; 0,99; 2,2; 4,1; 9,1; 13,6; 18,55;
2 3 4 1 7 5
d)=; —; —; —; —; 23; 72; 9—; _100—8-; 1963 ¢
5 4 5 2 8 4 9 6 9
Hatdrozzuk meg a kovetkezd szogfiiggvényéridkeket:

) sinE; sin E; sin{—u); sin i : sin = ;
4 3 3 8

39



7T 2m% 7T 11z 5%/
b) cos—; cos —; cos|——{; €08 —; cos{ —-—];
8 5 [ 2} 6 { 3]
3n b4 Fi4 4r {24
¢) tg—; tg—; tg|—-=I; tg=—=; tg—;
) tg L By g[ 4] g5 By,
2w 4 7 5w iz
d) ctg—; ctg—; ctg| —|;: et —; ctg -
) g5 otgg c[ 6] g o

e} sin 0,5; sin 3,14 sin {—2); sin (—100); sin 1962;
f} cos 8; cos 9,42; cos 0,3: cos 11; cos 48;

g) %2 9,5; t20,1; tg 7; tg 52; tg 360;

h) ctg 1,2; otg 2; otg 120; ctg 235; ctg 1000%¢

AZ ADDICIOS TETELEK ALKALMAZASA

397.

398.

399,

400.

40

Vezessiik le: ctg (x4 ) kifejezését a tg (x+ 3) képlet levezetdse minti-

jara, valamint a ctg (@ +f) = —— Osszefliggés alapjin!

tg (o £ 8)
sin (z+-y); sin (@ —y); cos (x-+¥) és cos (z—y) kifejezések felhasznilasaval
alakitsuk szorzattsd a kovetkezs kifejezéseket:

@) sin (@-+y)-b-sin (z—y);

6) sin (z4y)—sin (z—y);

¢) cos (z+y)+cos (x—y);

d) cos (x-+y)—cos (z—y).

Trjunk z--y helyett a-t és z—y helyett g—¢. Hogyan alakulnak a kapott
egyenlGségek ?

Az addicids Gsszefiiggések alapjin hozzuk egyszerlibb alakra a kévetkezd
kifejezéseket;

a) sin  (90°+-a)

i) cos (180°—
b) cos (90°-Le)

)
k) tg  (180°4-g)

|

¢) ctg (90°+a)= ) tg  (180°-o)=
d) sin  (90°—g)= m) sin (270°-¢)==
e) cos (90°—g)== n) cos (270°4-a)=
f) etg (90°—a)= 0} ctg (270°t-g)=
g) sin (180°;e)= p) sin (x—180°)=
k) sin 180°-—¢)= r) cos {x—180%) =

t) cos (180°-Lq) 8) tg  (x—180°)=

Az addicids tételek alapjén irjuk egyszerlibben a kivetkezs kifejezéseket:

a) tg (45%4-a)=

b) tg (45°—a)=

¢) sin (e 60°)-fsin (& —60°)=

d) cos (45°+a)+cos (45°—a)==

e) sin (45°—a) — cos {30°4-«}+sin?® 30° —cos (45°+-0)+sin (60°—ea) -
—+sin? 60°=

f) sin ec~Fsin (e~ 120°)+sin (z+240°)=

g) sin® 30°4tg 30°-tg 120°-5in? 120%==




401.

402,
403.
404.

405.

406.

407.

408,
409.

" 410.

Szamitsuk ki a 30°-; 45°-; 60°- és 90°-0s szogek tanult szogfuggvenyei—
nek értékét felhasznalva a 15%-, a 75%, a 105°, a 120% és a 135%o0s
szogek szogfuggvenyertekelt'

Az egysegsugaru kirbe rajzolt szabilyos tizszogb&l hatérozzuk meg a
18%-0s és a T2°-0s szbgek szogfuggvenyertekeit

Bizonyitsuk be, hogy az egysegnyl sugari korbe szerkesztett ABCDE
szabilyos 6tszoghen (AB A0y = 5.

Szamitsuk ki a 63°-0s és a 27%o0s szigek szogliggvényértékeit a 45°-os
és az el6zé feladatban kapott 18°-os szogek szogfiggvényérickei segit-
ségével.

beiéza,t haszndlata nélkiil dllapitsuk meg, hogy mekkora:

sin 2e; cos 2uc; tg 2x; ctg 2«5 ha

a) sinoc:-gw; ¢) tga = 04;

b) cosoc:E; d) cosoc:l/i.
13 5

Végiil ellenérizziik az eredményeket a tablizattal.

Szamitsuk ki tg 2« értékét, ha sin (90°—e) =% {0 <« < 90°).

Tablazat hasznalata nélkiil Allapitsuk meg, hogy mekkora sin%; cos =,

o
tg —, ha 7
2 6) cos @ = —;
7 16
a) cos o == —;
25 d) cosa = 0;
4 2
b) cosa:E; e) cose = ——.

Végiil ellendrizziik az eredményeket a tablizattal.

Szamitsuk ki a 36°-0s szog szogfiiggvényértékeit a 18%-o0s szogre kapott
szogfliiggvényértékek segitségével.

Szémitsuk ki a 15°-, 22,5%, 67,5%-08 8 végiil a 7,5%0s szogek szogfige-
vényértékeit a 30°-, 45°, 135%-08 s végitl a feladatban kapott 15°o0s
szogek szogfuggvenyertekel segitségével.

Alakitsuk az aldbbi kifejezéseket azéltal, hogy a 2z-nek fuggvenyel‘b
x figgvényeivel helyettesitjiik:

sin 2% _

2sinz
b) cos 2z-}-2 sin*x =
¢) (sin x-+cos x)*—sin 2z =
cos 2z o

d} —i—r —co8 & =
cosr—S8InT
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sin x—sin® @
e) ————
sin 2%
sin*g—sint @
j FEETE
sin? 22
g) {(cos z-Lsin #-+1)-(cos z-+sin & —1)-—sin 22 =
(2--sin 2x)-(sin & —cos x)-|-(2-—-sin 2x)-(sin @-}-cos &)
(2-}-sin 2x)-(sin & —cos ) — (2 —sin 2x)-(sin x4 cos z)
411. Alakitsuk az aldbbi kifejezéseket azaltal, hogy az a-nek fliggvényeit az

%fﬁggvényeivei helyettesitjiik s a 2z fliggvényeit = fiuggvényeivel:

o) gind x-}-sin g-cos®x . 1--cos x+sin o
I4-cosx 1-4|cos g-+-sin o
cos 2x—2cos vt+1 d) 2sinw-F-sin 20
cos 22--2 cos x--1 1—cos 22
412, Bizonyitsuk be, hogy
. 3 cos2x
a) sinze = —— ;
4 4
3 2
b) cosx = -——»{—COS e
4 4

413. Tejezziik ki «; f; v szogliggvényeivel a kiovetkezs kifejezéseket:
@) sin {e-+B-4-y); b) cos (a+B+y) o) tgla+tp+y)

414, Fejezzitk ki o szogfliggvényeivel:

a) sin 3u; f) sin Ga; i) sin  Ba;
b} cos 3a; g) cos Oux; £) cos  Ba;
¢) tg  Bux; k) sin 8«; i} sin 10e;
d} sin 4a; i) cos Bu; m) cos 10«
¢) cos da;
szogfiiggvényeket!
415. Alakitsuk az alabbi kifejezéseket, felhasznalva az elézé feladat eredmé-
nyeit:

cos 3a-}-cos &
2.¢0o8® o —sin a-8in 2«

v

—

b) CcO8 3z —CoS «

2 sin ¢-81n 2o

) sin 3x—sine —_
cos dxt-cos o -

i) sin 8«--4 sin® o _ 2 -
€08 30— 4 cos’ o
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416.

417.

sin ¢ — 2 sinde
—_—— T .

2 cosda—cosa

cos 3x—cos? & S

sin 8x-+sin® «
g) sin So—cos 3+ (cos a+sin a)-(1—2 sin 2z)=
sin 3e

h) cos (30°+a)-cos (30°—a) — e = —_—
4 sin e

sin e+-sin 8ec—sin Sx

—_ P

€os oo — 08 3a—co8 5z
§) sin 3x-sin® e—+cos’ ®-cos 3x =

Igazoljuk az aldbbi sszefiiggések helyességét:

sin 3et-sine
8in 2x-cos «
008 3x--cos
b)) ———— = 25 -~
¢cos 2a+Co8 o
cos 3xtcose  1—tgla
- 3

sin 2o-co8 o tg

d 4 cos 2x-cosx  1—tg?o
E

sin Bx+sine tg o

e} cose--sing tg—:— e= 1.

Igazoljuk az alabbi tsszefliggések helyességét:

@) sin «-sin (¢4 f)-+cos e-cos {a+f) = cos §;
b) cosc-sin {ax—+ f) —sin «-cos (o f) = sin §;
¢) sin ¢-sin (o —f)+cos «-cos (x—f§) = cos 3;
d) cosa-sin )—sin a-cos (e—f) = —sm B

{oc
(e —
e) sin (a—+B)+cos (o — B) = (sin e+cos &) (sin f-F-cos B);
f) sin (oc—ﬁ)—]—cos (x+B) = (sin x+cos o)+ (cos §—sin B);
g} sin (x+f£)-sin {a— f) = sin® x—sin® g vagy
sin (-~ B)-sin (@ — 8) = cos® f—cos* x;
k) sin (x4 f)cos (c— B) = sin e-cos oc—{—sm fBecos B,
) sin (e— fB)-cos (x+ ) == sin «-cos & -sin f-cos §;

i) cos (x+f)-cos (w— f) = cos? z—sin? §;
k) sin*x—cost g = gin®x—cos®¢;

) sin*e—costa = ~—cos 20;
m) V(14+sina)-(1—sina) = +eosa;

n) (sin g~cos ¢)? = 1 —sin 2u;

o) [sin %—}—cos %] = 1+4sin «.
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418. Alakitsuk szorzattéd a kivetkezd kifejezéseket:

a) l-j-sino--cosetiga =
b} 1-+s8in e+cos ef-ctg o ==
¢) tgto—~sin? o ==

d) ctg?a—cos?ea =

g) I+sinetcosa =

f) 14cos e+4-cos 20 =

419. Bizonyitsuk be, hogy
cos?® (e-+)4-cos® 2—2 cos o cos @ cos (x+2) kifejezés fliggetlen a-tél.
420. Igazoljuk, hogy

@} cos 36°—gin 18° = ~1-

2’
2 ,
b) sin 75°—sin 15° = V? (== sin 45°);

¢) tg 15°4-ctg 15° = 4;
d) tg 1835°4 (1 —cos 15°)-(1tsin 75°)4-ctg 45°4cos 75%.cos 15%.ctg 15°=

e} cos 24°-cos 48°—cos 84°—~cog 19° = -;—;

f} sin 18°.sin 234° = —%;

g) cos Gc-f—cos'ga-}-cos Be4-cos Tx = %, ha & = 20°
h) cos 2u4-cos de+cos Butcos 8x = —%, ‘ha, @ = 20°;

1
£) cos —c08 24-cos 3x—cos do = —2~, bha & = 20°

3 Sz 1
cOo8 ——I—cos m-;-cos —_——=
7 7 7 7T 2
dm G 1
k) cos —+cos — 008 — = —;
/ 7 7 7 2
1) cos ff-—}-cos 3—” +cos E)E—l— L i — (n—2)= l;
n n n 2
m) cos E_cos =t cos 8z _ l;
T 7 7 2
n) cos — - c08 —-+008 —- cOS ﬁmi—cos—- 003_273 = __i;
2

Vj’“ o) tg 20°.-tg 40°.tg 60°-tg 80° = 3;

7
P) cos 12°.cos 24°-cos 36°-cos 48°-cos 60°-cos T2°-cos 840 — [l] :
2
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421.

422,

423.

424,

425.

r) tg 9°—te 27°—tg 63°--tg 81° = 4;
s} sin 105°4-sin 75° == 2.cos 155

) SinT5°-sinls V3.
cos 75°-}-cos 15°° 3’

#) sin 50°—gin 70°+sin 10° = 0;

7 3¢ . Bm ., Tm 3
v} sint Z4sint S fsint —J-sint — = v}
/ 8 8 8 8 2
w) (8in® &--cos® e —1)3-+-27 sinf ¢.cosb o = 0;

z) 2-(sin® x4cos® &) 3+ (sin a+cost )+ 1 == Q.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szidm és o = , akkor:
2n4-1
1 k]
cosx c0S 8x cos 3z .. ... cos ne == |—| .
. 2

. . . . A 1

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam és « = —, akkor:
2n

. . . 1

sin ec-}-sin 3o . . .. +sin (2n— 1) =—r.
sin e
Bizonyitsuk be, hogy:
. 1
sin e

. . . 2 . N

sin o8N 2e 4 . . . +8in net = ————— 8in —,
P A
sin— 2

Mely « hegyesszigre lesz:

) 1 o ]' o L) -
sin® - ———--cos® o+ +tg?atetgia = 7?

sin® ¢ cos® o

Igazoljuk az aldbbi sszefiiggések helyességét:
ctg xt-ctg S n sin (x4 73) —0
ctga—ctg f  sin {x—f)

b} sin? (¢ — B)+sin? g-+2 sin (x— B)-sin f-cos o == sin?e;

2tg
sin o = _—
) o =
1+ tg™
o
Imtgzg
d) cosa = ;
o O

45



426,

427.

46

{) 2sin?a.ctg &« = sin 2«;
g) 2 cos®u-tg 0 = sin 2u;

h) 2tgx sin 2 és———2 cgx _ sin 2o;
14tgPa 14-ctg®e
| —tg? tg?e—1
£) —L-—tg—“ = cos 2x és i W R cos 2
14+tg2e ctg? a1
s1-n 2z = 2 otg o;
sin? g
k) 1—!—'cos 2ee = obg
sin 2ee
1
3, +cos 2 ot o3
1—cos 2e
cos 2 tgo |
14cos 22 tg%x
1 — ! = —ig 2u;
l—ctga I-dctge
0} 2-c0s? (45°+e) = 1 —sin 2a;
p) (coso-t-cos §)*4(sin a+sin §)* = 4-cos2“;‘8;

x—§

r) {cos ec—cos §)2+(sin «— §)2 = 4.sin? 5 ;

8) ctg a—sin 2o = cbg o cos 2o ;
t) 2 _ l.tcos 2o
1—tg? e cos 20

Bizonyitsuk be, hogy

o) sin 3w = 4.sin - sin [3;—4—:1] sin {%—az];
b) cos 8x = 4-cos « cos {a+%z] - cos [oz—l—%t].

Bizonyitsuk be, hogy ha « = 90°4-%-360° (% egész szdm), akkor

tg? (45°+%} _ ldsine

l-sin e



428,

429.

430.

431.

432,

Bizonyitsuk be, hogy ha sin « = —1, akkor:
tg® 45°—5] _lzsina
2 1-}-8sin a

Bizonyitsuk be, hogy ha sin « = —1, akkor

tg [450_3]_ cos o

2] 1-4sin x
Bizonyitsuk be, hogy ha « ¢ 904+%-180°, akkor
tg 450__’__01}.1_5’& = 1.

2 CoS &
Bizonyitsuk be, hogy
) cos 20 = otg o« —tg o ha o = k-90%

ctg o+1g o
b) _1 —tgff- =ctga, ha a = k1809
sin & 2

¢} 8-costo—a-cos?a--2—2sin? g-L-3-cos? @-sin? @ = 5 costo;
d) cosa = !

1+tgm-tg3‘2-

Bizonyitsuk be, hogy
a) ctgatigh ctg w-tg B
ctg f+tg e
b) tea—tg? § = gin (-} f)-sin (oc—ﬁ);
cos? ¢ -cos® 8
sin (4 f) -sin (e )
sin®¢-sin? 8 ’

d) sin e-}-sin g _ tgac—l—ﬁ_

E

¢) etg? f—ctgla =

cos occos S 2

e) sin ¢ -sin j _ —ctg‘xmﬁ;
cos o —cos 2
sin - sin or—

) b — tg £,
cos g-f-cos f 2
sin ¢ —sin %

g SeTsnE o atp
cos o -~ cos f§ 2

sin (e} g--1)

cos & - CO8 frcosy

h) tg a+tg B-ttgy—tga-tg f-tgy =
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483. Bizonyitsuk be, hogy

2
a) cos EC——t—cos at ﬂ-}—cos %4 = 0;
3 3
b) cos % cos cz—[—,2n’_; cos a-+-2n © cos o4 ! cos w4 coos & _i;
3 3 3 3 3 3 4
¢) cos Z cos wtdn cos etdm _cos z
3 3 3 4
434. Bizonyitsuk be, hogy ha «4f+y = 180°, akkor:
a) sin a¢-4-sin f+sin y = 4-cos %' cos g-cos —}é-;

g y

b) cos atcos .ﬁ—}-cos y = 14-4sin % « 8in -é- sin E;
¢) sin 2z--sin 25-sin 2y = 4 sin -sin f-sin y;
d) cos 2a+cos 28+co8 2y = — 4 cos w+cos fecos p—1;
e) sin® a4-sin® f-—sin® y = 2 sin «.sin f-cos y;
f) cos? @--cos® §-l-cos® p+42 cos w-cos B-cos p = 1;

sin ¢+sin f—siny B,

sin a-sin f+-sin y 2’

B

h) t = st tg % tg 5 -t —g-, ha ¢ hiromszog teriilete, s = a héromszsg

o
tg —-
g2 221

féllzeriilete;
8

i) r= » ha 7 = a haromszdg koré irt kor sugara;

B ¥

o
4+.008 - C08 —-cos L
2 2 2

j) ¢ = 2r%sin « - sin f.sin y;

B

k) p = 4r-sin % - sin E-sin —27{-, ha g a hiromszighe irt kér sugara;

1) tgad-tg f+tgy = tga-tg fetg y;
s L ctg X,
2 2 2
n) dysdyd; = 47, ha g a hiromszogbe irt kir sugara; 7 a hiromszog
koré frt kor sugara; d,, d,, d,, abeirt kor kozéppontjanak tavolsdga
a cstcsoktdl.
435. Igazoljuk, hogy barmely hiromszogben:

i tga +2 B
@ T
a) = & 7 (tangenstétel);

T o
g2

m) ctg %—j—ctg —{—ctg% = ctg% ctg
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c: a,-[—ﬁ; G—_.tiﬁ.
2

cog —— sin
2

SZOVEGES FELADATOK HAROMSZOGEKRE, NEGYSZOGEKRE,
SOKSZOGEKRE AZ ADDICIOS TETELEK ALAPJAN

436.

437.

438.

439.

440,

441.

4432,

443,

444,
445.

446.

Bizonyitsuk be a kovetkez§ tételt: Ha ¢ a derékszigli hiromszog at-
fogdja, a és b pedig a befogdi, akkor ¢?, 2ab és b2—a? szintén derékszdgii
haromszog oldalainak mértekszamai, s ennek egyik hegyesszige az eredeti
héromszog kisebbik hegyesszogének kétszerese.

Bebizonyitandd, hogy barmely derékszigl héromszdgben tgE =2

b4c
(¢ az atfogd). Fejezziik ki% minden szégfiiggvényértékét a ﬁg% segit-

ségével.
Valamely derékszogii hdromszighben az atfogd és az egyik befogé dsszege:

¢+b = 14 cm; tg% =-;—, ahol & az o befogéval szemkdzti szdg. Szi-

mitsuk ki a hidromszog oldalainak mértékszémat trigonometriai tabldk
felhaszndlisa nélkiil.

Egy derékszogi haromszogben adott a derékszig felezbje: f, és az «
hegyesszig. Fejezziik ki a hdromszég oldalait és teriiletét a megadott
alkotdrészekkel, és dllapitsuk meg, mikor lesz a héromszdg teriilete a
legkisebb.

Egy haromszdgnek adott két oldala, és tudjuk, hogy a szigek ardnya
1:2. Mekkordk a hédromszog szigei és az ismeretlen harmadik oldala?

g) a=5cm; b=4cm; &) a=7cm;b=4 cm.

Egy haromszog két oldala 3 és 4 cm, az dltaluk kizbezdrt szig 60°.
Mekkordk a hdromszog ismeretlen szégei?

Egy héromszdg két oldala 10 em és 5 cm; az altaluk bezdrt szog kétsze-
rese a rovidebbik oldallal szemben fekvs szdgnek. Mekkordk a hirom-
sz0g szogei?

Egy haromszig két oldaldnak osszege 132,7 em, a harmadik oldalon
fekvé szogek 27°45° és 72°17' nagysdgliak. Mekkorak a hiromszog
oldalai?

Egy hdromszdg koré irt kor sugara 5 cm, egyik oldala 7 em és a mdisik
két oldal ardnya 5:3. Mekkordk a héromszdg ismeretlen oldalai és szégei?
Hatérozzuk meg a hiromszog ismeretlen oldalait és szogeit, ha adott a,
o és my1m, = k!

Szédmitsuk ki a feladatot, ha a = 260 cm; « = 6'7°23' és my:m, = 21:18.
Egy héromszigben két oldal arinya 1:2; az altaluk bezirt szbg 40°,
a harmadik oldal 15 em. Mekkorik a hiromszdg ismeretlen oldalai és
szogei?

4 Geometriai teladatok TE. — 10127/IT. 49
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460,
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Egy haromszdg szogei tangenscinek ardnya 1:2:3. Mi az oldalak ardnya?
Mekkoriak a héromszég ismeretlen szogei és oldalai, ha tudjuk, hogy
ab=1:2, :f=1:83és e =5 cm?

Egy haromszég két oldala 15 cm és 9 cm hosszii. A nagyobbik oldallal
szemkozti sz6g hdromszor akkora, mint a kisebbik oldallal szemkézti sz6g.

a) Mekkordk a hdromszog szégei és a harmadik oldal?
b) Mekkora a hiromszogbe irhaté kor sugara?

Egy siktiikortsl az 4 pont 4, a B pont 9 m-re s 2 két pont egymdstél
20 m-re van. Mekkora beesési szoggel esik a tiikorre az 4 pontbdl kiinduls
fénysugar, ha a B pontba verddik vissza?

Egy egyenl$ szdri trapézban a két parhuzamos oldal: 2z és 2b hosszd.
A hosszabbik pérhuzamos oldal egyik végpontjabdl a rovidebbik par-
huzamos oldal « szbg alatt latszik. Mekkora a trapéz teriilete?
Szémitsuk ki a feladatot, ha 2z = 26 cm; 26 = 16 em; a = 36°30".
P pont helyzetét kell az 1:1 250 000 méretit térképen hirom ponthoz,
az Ugynevezett hdromszogelési pontokhoz viszonyitva meghatérozni. A le-
mért latészdgek: APB szog = 83°, APC szdg = 130°, BAC sziog = 65°.
A lemért tAvolsdgok: AB = 17,2 em és AC == 20 cm. Milyen tévolsigra
van P pont az 4 ponttél a valésdgban?

(4 = Szeged; B = Miskolc; € = Gyér; P = Budapest.)

Oldjuk meg az el6zé feladatot a kivetkez§ adatokkal: APB szdg = 52°
APC szog = 23% o = 105°% AB = 15 cm; AC = 8 em. Mekkora az AP
tédvolsag a valésighan?

Egy négyszog oldalai: 4B =4 cm, 4D = 5 cm; BAD sasg = 110°15'.
Az A csiesbdl hizott 4516 a O csticsndl levs szoget két részre bontja:
BOA szbg = 29,3°, ACD szig = 85°45’. Mekkora az AC 44167

Az ABCD négyszighen adott AB és AD oldal, valamint az « szog és
g = & = 90°. Mekkora az AC 4tl6 hossza?

Szamitsuk ki a feladatot, ha AB = 10 em, 4D = 20 cm és o — 79°.
Milyen messze van a derékszog csticsdtoé] az egységnyi befogdji egyenld
szérl derékszigl hiromszignek az a belsé P pontja, amelyhédl az egyik
hefogd 90°-0s, a misik befogé 120°-0s szog alatt latszik?

Egy héromszdg alapjit a hozzé tartozé magassig egy 9 és egy 4 cm-es
darabra bontja. A hiromszignek az alap 4 cm-es darabja mellett lev
sziige kétszerese a 9 om-es darabon fekvé szognek. Mekkorak a hirom-
sz0g szogel, és mekkora az alaphoz tartozé magassig?

Egy négyzet alapi egyenls oldalélii gila oldaléle o, az oldalél az alap
sikjdval o szbget zar be. Mekkora a test térfogata?

Hatarozzuk meg az egyenes kérkipba irt gomb térfogatit és a kiap-
palistot érint6 kor sugarit, ha adott a kip alkotdja és az a szog, amelyet
az alkotd az alapkor sikjaval zér be.

Egyenes hasdb alapja egyenl§ szért haromsziog. Mekkora a hasab tér-
fogata, ha adott az egyenls szart hdromszdg alapja: a, a szarak és az
alap dltal bezért o szog, és tudjuk, hogy a paldst teriilete egyenl$ az
alaplapok teriiletének sszegével.

Szabidlyos hiromoldald gila alapéle a, oldallapja az alaplap sikjaval «
szoget zdr be. Mekkora a giila felszine és térfogata?

Bizonyitsuk be, hogy ha «, §, y egy haromszig szogei, és sin y—cos ¢ =
= cos B, akkor a hiromsztg derdkszogfi.
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471.

472,
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474,
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Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszogben tg f-sin?y = tg p-sin® f§,
akkor a hdromszég vagy egyenld szért, vagy derékszogfl.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszighen

a-tg x+b-tg f = (a+b) -tgo%g,

akkor a hiromszig egyenls szdrd.

Bizonyitsuk be, hogy ha o, §, y egy héromszdg szogei,
és siny = w, akkor a haromszog derékszog.
cos e+cos f§

gin y

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszéghben = 2 cos «, akkor a h4-

gin
romszdg egyenld szérd.
Bizonyttsuk be, hogy ha egy haromszdgben

2sm.cz-sm B _ ctgl,
gin ¢ 2
akkor a hiromszig egyenlt sziri.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszdgben cose-cos fi-cos y = é-, akkor

a haromszog egyenls oldald.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszdghen

B3t (3mgd
bte—a

akkor a hiromszig egyenl§ oldalu.
Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszdgben « = 120°, akkor az oldalakra
nézve fennall:

b (@®—b%) = ¢ (a®—c?).

Bizonyitsuk be, hogy az osszes olyan hdromszogek kozill, amelyeknek
egyenld a kerillete és egyenld a p szogiik, annak lesz a legkisebb a ¢
oldala, amelyben « == §, azaz a hdromszog egyenld szari.

Adott egy hdromszog egyik szige, « a szemkozt fekvd oldal @ és a mésik
két oldal kiilonbsége: b—c = d. Mekkora a hiromszog teriilete!?

Egy kor 60°-os kozépponti szogét osszuk fel két részre gy, hogy a rész-
szogekhez tartozdé harok ardnya: 5:2 legyen.

60°-0s szog egyik szdrdn 4 pont 16, B pont 25 em-nyire van a szig csi-
esatél. Mekkora annak a kornek a sugara, amely az 4 és B pontokon
megy at, és a szdg masik szarit érinti?

Bizonyitsuk be, hogy

Al = Ai—i—i, ha ugyanarra a korre vonatkozdlag @, a beirt n oldald,
an n fn

A, a koriilirt n oldald és 4,, a koriillivt 2n oldald szabalyos sokszég
oldalat jelenti.

Egy szabalyos hétszig 4t161 b és ¢, egyik oldala a. Bizonyitsuk be, hogy
1 1 . 1

=

@ b ¢

A . 3
=a? és smﬁ-smy:z,
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480.

481.

482,
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485.

Szémitsuk ki a szabalyos 6tdgl csillag teriiletét, ha ismerjiik két szom-
szédos kiilsé csticspont Osszekdtd egyenesének tdvolsigit az ettdl az
egyenestd] legtivolabb fekv8 csticsponttol.
Egy hiromszig oldalai szimtani sorozatot alkotnak, melynek kiilonb-
sége 1. A legkisebb szége fele a legnagyobbnak. Mekkordk a hdromszog
oldalai és szdgei?

B

2

H

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hiromszigben

bo [~2

szogek cotangensel

m[sz

szamtani sorozatot alkotnak, akkor

d Y
ctg —eotyr &= 3
g2 g2

Bizonyitsuk be, hogy minden hurnégyszéghen

1:.g-oi — ..(_S_M, ahol o az o és d oldalak altal bezart szog, és
2 (s—08) (s—¢)

a-b-¢-Ld = 2s.

Egy harnégyszog oldalai: a, b, ¢, d.
a) Mekkorik a négyszog 4t16i?

b) Mekkora a négyszog terilete?
¢) Mekkora a korilirt kor sugara?

Egy harnégyszog oldalai: 41, 45, 22 és 31 cm hosszuak. Mekkora a
teriilete?

Egy hirnégyszog oldalai: 13, 14, 16, 10 dm hossztak. Mekkorak az atléi
és a koré irt kor sugara?

Egy hirnégyszég hirom egymés ‘uténi oldala @ =15, b =18 és ¢ =
= 20 m, BD 4tléja 23 m. Mekkordk a szigei és az ismeretlen oldala?
Egy négyszogben a:b:c:d = 9:8:7:6. Az a és d oldalak 4ltal bezart
5z0g o = 72,6° é3 a négyszig teriilete 225 ecm? Mekkordk a négyszdg
oldalai és ismeretlen szdgei?

A SINUS- ES COSINUSFUGGVENYEK ABRAZOLASA
ES NEHANY TRANSZFORMACIOJUK

486.

‘52

Abrizoljuk kozos koordindta-rendszerben a kovetkezd fliggvényeket a
[0, 2x] intervallumban:
. . 1.
a) y=sinz; y=38sinz; y= gsma:;
1
b) y= cosa; y=2cosua; y:Ecosx;

: . 1 .
¢) y= —sinz; y= —8sina; y=m§sm$;

1
d) y= -cosz; y= —2cosq; yz—ECOSﬂS:



e) y=sing-2; y==sinz-38; y=2snz+3;
f) y= —sinxz+43; y= __;_ sinxz+2; y= —3sinz—1;
g) y=cosm—|—~2~; y=cosx—3; ¥y =3cosx—2;
h) y = —cosz—2; Y= —-;Teos x+3; y= —2cosztl;
) . .1 .1
i} y =sin 2x; y=sin—z; ¥ ==sin—g;
2 4
. 1
) y = cos 3x; ymcos—s—w; y = cos 2x;

k) y=sin(—=z); y = sin{—2z); yxsin[w%x];
1
1) y=cos(—z); y=cos(—32) y= cos[-—;w];

m) ¥y = sin (x4m); ¥ =sin [x—%}; y == 8in [m—l—%];
n) y = sin {(w—z); y=sin(x+1); y=sin(z—1)

T o T
o = cos|x+—| Y == COS [x——1}|; Y == COB|—— X,
pu=esferg) wmefeog) v enf)

p)y =tgz; ymtg%: y= —tga;

)y = |sina|; ¥y = |cos 2| ;
s) y = [sin z]; y = [cos z];
t)y = [jsinz]]; y = [|coswi].

487. Az alapfiiggvény linedris transzforméciéjival dbrazoljuk a kovetkezd
fiiggvényeket a [0, 2x] intervallumban:

@)y = —3sinax+4;
b)y= —%cosa;—S;

e}y == sin{m22}+%};

d) y = cos (—3x—m);
e) ¥y = —2sin (w—2w}4-1;

fly=—3 cos[z;——m]—i—z;'
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g) Y= ¥2.sin [x—ng;

— 2x i 1
h) y =sin*x ml—cgﬁ-—lrzg—;cos 2x;

2
2 1. 1
i) y = cos®x = 1toos 2z = —-+—cos 2z.
2 2 2

Grafikus Osszegezéssel dbrézoljuk a kivetkezd fiiggvényeket a {0, 2]
intervallumban:

a} y = sin (m+—2~]+sm {:t: 2],
b) ¥ == sin x—cos [x+-;£];

¢) y = 2 cos z-+sin (x»{—%];

d)} y == sin [x+§—J+sﬁn (m——;ﬁ];

¢) ¥ = sin x+2 gin (:r—|—-g};

)y = 2sn %—f—cos x;

g)y = sin a:—i—% sin 2x.

A szigfiiggvények dsszegére és kiilnbségére kapott azonossdgok alapjdn
hozzuk egyszeriibb alakra az aldbbi fiiggvényeket, s azutin dbrazoljuk is
ezeket:;

a) ¥y = sin x-4-sin [§+wJ;
b)y = si Z |+sin [a—Z}
) v = sin [m—;— 4}—}~sm [:v 4]

¢) ¥ = cos [g—f—:c]—i—cos (%—hm}

Allapitsuk meg a kovetkezd figgvények értelmezési tartomanyat, majd
vizsgiljuk meg a fiiggvények menetét. Fnnek alapjdn vézoljuk fel a
fliggvénygorbét.

a) ¥ = sin x4-cos x;
b) y = tg ztctg x;
d) Y = 2c05:c;




¢) y = Y1~—sinw;

)y =Vi—cosa

g) y = log,sinz, illetve y =lgsinz;
h)y = Vlog, sin z, illetve y = Y1g sin z;

i) y = &in (sin 2);
i} y = cos (cos x};

k)ymsm m;
T

l) y = COSCE;
T

m) y = sin &?;
n) y = z-sin a;
o) y = x*sinz;

. p)y =2 |sinai.

491.

492,

493.
494,

495.

Vizsgéljuk a kovetkezs fiiggvényeket differencidlhényadosuk 0 helyein,
azok kirnyezetében. Készitsiink értéktiblizatot, allapitsuk meg a helyi
maximum és minimum értékeit. Végil vizoljuk a fliggvényeket!

. 2 .
@) y = sin x—cos :t:—]—]’li—E sin x-cos x;

b} y = 6 sin ®—3 cos 2x--2 sin 32;
¢) ¥ = 2 gin x}-cos 2.

sra 2t

Mozogjon egy P pont az AB = 2r 4tméréji félkoron. Huizzunk meréle-
gest P pontbél az 4tmérdre és az dtmér§ A végpontjaban huzott érintére.
Szamitsuk ki az igy keletkezett téglalap teriiletét, mint a PAB szdg (x}
figgvényét!

P pont milyen helyzetében lesz a téglalap teriilete maximalis?

Az r sugart gomb koré irhatd egyenes kipok koziil melyiknek a térfogata
a legkisebb?

Mozogjon egy P pont az AB = 2r dtmérsjl félkoron. Kossitk dssze a P
pontot a 1élkor kézéppontjaval (O) és A-val. Szerkessziink AP-re egyenld
oldald haromszoget (kifelé).

a) Szamitsuk ki az AOPC négyszdg teriiletét, mint a PAB szog (x) fiigg-
vényét! O az egyenl oldala haromszog harmadik csticsa.

28

b) Mekkora x értéke, ha a négyszog teriilete ¢

Oldjuk meg grafikus titon a kévetkezd trigonometrikus egyenleteket:
. 1
a) sineg = —;
/ 2
b) cosx = 0,5;

¢) sin 2z = 0,5;

b5,



496.

497,

d) tg x = 2 sin x;
e) ctg x = 2 cos .

Egy héromszog két oldala 5 cm és 10 em hosszt. Az altaluk bezért szog
kétszer akkora, mint a kisebbik oldallal szemkézti sz0g. Szamitsuk Ia
grafikus dfon a hdromszog szogeit.

Egy hdromszog két oldala 5 em és 6 cm hosszii. A nagyobbik oldallal
szemkozti szog kétszer akkora, mint a kisebbik oldallal szemkosti szég.
Bzémitsuk ki a hdromszog szdgeit grafikus tton.

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK
ES EGYENLETRENDSZEREK

498.

499,

500.

56

Hatarozzuk meg x-nek azon értékeit, melyek az alibbi trigonometrikus
egyenleteket elégitik ki:

a)sine = —0,66; . h) cosz = —0,05;

b) sin © = 0,993; i) 3cosx = 2;

¢) Tsinw = 3; j) 2cosz =y2;

d} 2siny = 1; k) 4cos?a =1;

g} Zsing = —1; l) tgx==23;

f) 2sing = ~y2; m) Ttge.= 9;

g) cos & = 0,5; n)tge = —1;

0) ctgx = —04.

Hatarozzuk meg azon pozitiv hegyesszégeket, amelyek kielégitik a kovet-
kez§ trigonometrikus egyenleteket: :
@) sin 5 = sin x; g) tg bx = tg x;
x %

b) sin 42 = sin —; hYtg 20 = —tg ja——1;

) 5 ) g g [ ] 2}

¢) sin [4:1:4—%] = —sgin z; 1) tg do = —tg g;
d) cos 2a¢ = —cos & i) etg (3x+20°) = —ctg ;

e} cos Bx = cos z; k) ctg (5x+20°) = —ectg z;

f) cos (3z+8°) = -—cos a; t) ctg 4z = ctg 2.
Oldjuk meg a kivetkez§ trigonometrikus egyenleteket:

a) sin {2m—|—£] = i;
3 2

b) sin 3z = cos 5z;
c) tg [3x+—;f-]-ctg (5x—m) = 13
d) tg w- (22 1)—tg m- (1) = 0;
) sin[ﬁ+m] =cos[ _i].

6 6
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502.

503.

Oldjuk meg a kivetkezd trigonometrikus egyenleteket:

g) 2sinz = tg x;

b) 3sing = 2tgx;

¢) Ssine =3 tga;

d) 7 cos x = 4 ctg z;

e) sin z-cos z-ctg ¢ = 0.

Oldjuk meg a kivetkezs trigonometrikus egyenleteket:

@} sin z—cos x = 0O;
b) sin x+cos & == 0;
¢} 3 sin @ = 4 cos z;
d) sin x = 2 cos x;

. 1
e) cos? z—gin® x = —;

[

f) cos?s—sing—1 = 0;
g) sin?z+cos x—1 = 0;
k) 4 cos?z = sin® z;

.. 1—sgin o
) ——— =1
2co8x

1 1
] —tgx = —.
i) — g 2

Oldjuk meg a kivetkez§ trigonometrikus egyenleteket:

a) 4sin®2+2sinx—1 = 0;
b) 2sin?z—5sin 22 = 0;
¢) 2 cosax+cqs r—2 = 0;
d) 4 cosaa:m2(1—|-]/§)cos z1+Y3 =0;
¢) cos® x—cos z = sin? z;
[) 5(1—cos x) = 4 sin z;
gin z
—————— == CO8 T
1—sin
k) 4dsinzt3cosx = 2;
i) 3sinwt-4dcosm =5,

1) sin z+cos x =

- ;

gin o
k) sin x+4cos x = :

cos &
{) cosx—sin?e = —0,4;

m) cos x = tg x;
n)

o) sinz-tg x = 1,5.

ctg = 23

gin
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504. Oldjuk meg a kiovetkezd trigonometrikus egyenleteket:

505.

506,

58

a) 4dcosx = tgx;

b) 16 tg x = 15 cos x;

¢) tg?a--5tga—1 = 0;

d) ﬁtgzm—4 tg z+V8 =0;
e) 5tg?x+6tgx = 11;

fltg?e—5 = ! ;
cos &
g) bgt w17 = —;
cos

h) tg z—ctg 2 = 1;
ijtgo—ctge = 2;
j)tge—3ctg x1+2 = 0;
k) 2tg z4ctgz+3 = 0;
l) tgte—~4tg22-+3 =0y

m) sint g--cost* z— 2 sin 293—!—% gin® 2z = 0;

n) sin® 24-cos® 2 = —1;
16
0) 4 cos' x = cos 2x-f-sin? 2z;
) 5 cos?ztcos? 27 = 4;
r) 3 tg®> 8 ctg? 2 = 16.
Oldjuk meg a kovetkez§ trigonometrikus egyenleteket:

@) sin (60°—2x) = 2 sin z;

- b) cos (30°—x) = 3 &in x;

¢) 2sin [m—i—%]+3 cos [m—%] = 5}/—2;

2

1—2cos2a

d) tg (ax)-tg (a—2) = ————;
) tg (a-+a) - tg (a—2) 172 0os 22

e} cos 2z = sin x;
f) sin 2x4-cos? x == 1;

g) 4 cosm =

sinz
k) sin 2z—cos x = 0;
¢) 3 sin 2% = 2 cos x;
) 8in 22 = 2 sin z;

k)sinzx — 508 2:0-
2

Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket:

a) 2 sin? x4-sin? 22 = 2;
b) cos 2z+sin 2z = —1;



507.

508.

¢) 4sin? p-}-cos? 22—1 = 0;
d) 12sin® x—2 cos? ¢ == 3 cos 2z;
sin 2%

e) 3sin®x—4cos?y = 5

e sinzg—{—z cosx = 4;

g) sin 2z-(sin £ —1) = cos z (sin 24 2);
h) 8 gin? p1-4 sin 2245 cos 2x = §;
) 4 sin = gos x-— 2(sin z+cos z) -1 = 0.

Oldjuk meg az alabbi trigonometrikus egyenleteket:

a) 2sin 2x = tg x;
b) sin 2z = tg x;

¢) sinwtcosx = 1,2;
d)} sin a+4cosx = 1;

e) sinztcosa = .,z.;

f}) sinztcosx =Z~;

g)sinz—Y3cos e = 1;
k) V3 sin z4-cos z = V2.
0ldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenleteket:

a) sin 2x = cos 3z;

b) sin 4x4-sin z = 0;

¢) cos 3x+2 cos x = O3

d) sin 4x—sin 2z = sin z; .
e) sin 2z-+sin 3z = 3 sin z;

. . 1
{)sin 8z.sinx =—4—-;

g) sin 4x-}-sin 2z = sin 3z;

k) cos Bx-+cos 3x = cos 6x--cos 2x;

%) sin &--sin 2x4-sin 32 = 0;

J} cos x+cos 2z+-cos 8z == 0;

k) tg 24+tg 2z-F-tg 32 = 0;

1) tg x+tg 2x+tg 3a+tg 4z = 0;
m) sin x-+sin 2z-4-sin 3z == 1--cos x-+cos 2x;
n) cos x+cos 2x-f-cos 3x+cos 4z = 0;

o} cos 10z-+tg? 52 = 2;

p) sin 423 cos 42 = ¥ 2;

1) e = 2.3,

gin‘e coszx
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509. Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenleteket:
a) IGsin'z+4l+cos 2z — 10;

1
1—cos 2”]005_’?» 1

b) [(tgzw) 2 7
£

510. Trjuk fel azt a mésodfoki egyenletet, amelyet cos 2 elégit ki, ha z a
4 cos? x-2 cos x—1 = 0 egyenlet gyoke!
511. Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenletrendszereket:

a} x4y = 45°; A
2tga=3tgy; ) sinx 51n1._4,
b} a+y = 120°; g
- gin z+tsiny = 1,5; cosm-cosy:z;
¢) x—y == 60°; )
g o-tgy = 3; m) sin (z4y) = =;
d) x-fy = 75% 2
. : 1 : .
sin® 2—sin®y ZZ; gin 2zx-sin 2y =-%-;
¢) oty = 90°; n) sin z-cos y = 0;

cos? £ — cos? __1-- 1
OsTT—eostyY = P (sin xtcos? y) sin?y = Z;
f) sin (249} = 0,4540;

o) sin (z = cos (x—y);
sin (x—y) = 0,8523; / (@) @=y)

tgax—tgy =1;

g) sin {z+3) = 0,5209; _ 1.
sin (z—y) = 0,0903; p) 2eoszteosy = 1;
. 2sinz—)3siny = 0;
h) sinz+siny = —; " sine V2
1 siny 2°
sma:-smyzﬁ; oS T =@.
cos ¥y 2’
] 14
i) cosa:—f—cosy:E; s)tgwttgy = 2;
1 tg 2z--tg 2y = 1;
cosm-cosy:g; t) tgxt+tgy = 2;

2coszecosy=1;

i) sin®z—cosy = 1; u) 9 tg ahtg y = 4;

sin? x4-cos y = 1;

’ 2otgatdctgy =1;
k} sin? x4-cos?y = E; v) cos x--cos y = 1,94;
2 cos 2z-+cos 2y = 1,7661;
coszw—sinzym—l—; z) cosx—cos y = 0,5;
2 cos 2x--cos 2y = —1,5.
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512.

513.

514.

Oldjuk meg az aldbbi trigonometrikus egyenletrendszereket:

a} dogy—Uogz = 1;
flog cos {z+y)—Hog sin {(x+y)} = —3;
b) 22— = qv-1,

sin (-g~+y] = 1—cosz;

1
c) atBYy = —;
/ 8

1+igy
1—t;
eV = 4;

Bizonyitsuk be, hogy a

cos ¢+cos (a+x)+cos (a-+y) =0
sin a¢+sin (g-}-z)+-sin (¢+y) = 0
egyenletrendszer egyenértékd az
1+4-cos zt-cosy =0

ginx4siny =0
egyenletrendszerrel.
Hatirozzuk meg az utébbi egyenletrendszer gyokeit.
Bizonyitsuk be, hogy ha az
a-sin® zta-cos?x = b
@y-8in? y+aecos? y = b,
egyenletek gyokel kielégitik az
a-tg ¥ = a,-tg ¥ egyenletet, akkor
1 1 1 1
AP,

0y
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